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§ 1. Ряд Лорана

Справочные сведения

1. Область сходимости ряда Лорана. Ряд вида

оо

Σ £η(ζ-α)η, (!)
п=—оо

где а — фиксированная точка комплексной плоскости, Сп
—

заданныекомгшексные числа, называется р.ядом Лорапа. Ряд; (1)
называется сходлгцгшся в точке я, если в этой точке сходятся

ряды

оо

Σ°η(ζ ~ а)п, (2)
п=0

—оо оо

Σ^(*-“)" = Σ(^. <3>
п=—1 п=1 ' '

а сумма ряда (1) по определению равна сумме рядов (2) и (3).
Область сходимости ряда (2) — круг

\z — а\ < R

(п|>и R = 0 ряд (2) сходится только при ζ = а, а при R
= оо —

во всей комплексной плоскости). Ряд (3) сходится в области

\ζ — а\> р.

Если р < R, то ряд (1) сходится в области

D = {ζ: р < \z — а\ < R}, (4)

т. е. в круговом кольце с центром в точке а (эту область назы¬

вают кольцом сходгшости ряда Лорана (1)).
Сумма ряда Лорана в области (4) является регулярной

функцией, а во всяком замкнутом кольце

Όι = {ζ: р < р\ ^ \z — а\ ^ R\ < R},

где D\ с D, |>яд (1) сходится равномерно.



2. Разложение регулярной функции в ряд Лорана.
Функция f(z), хюгуляриая в кольце D. ихюдставляется

в этом кольце сходящимся р>ядом Лох>ана (1), т. е.

ОО

f(z)= Σ °η(ζ~αΥι (s)
п=—оо

где

|£-α|=β0

окх)ужиост.ь в фохшуле (6) охшешафоваиа положительно (обход
совершается гфотив часовой стрелки).

Разложение (5) функции f(z), х.)е.гулях>ио.й в кольце D.

единственно.

3. Неравенства Коши для коэффициентов ряда

Лорана.
Если функция f(z) хэегуляхша в кольце

D = (ζ: р < jz — а| < R},

И .1ф.И этом

М = max |/(z)|,

где

7r
= {ζ: \ζ — α\ = r, ρ < r < R},

то для коэффициентов Сдь ряде, Лохрана (5) «фаведливы иера-

.веиства

Ы ^ neZ.

Замечание. Для нахождения коэффициентов сп ряда, Ло-

Х>аиа (5) функции f(z), х.)егуляхшой в кольце D = {ζ: р < \ζ —
— a\ < R}, фох>мулы (6) обычно не используют, а пх>едставляют

функцию j(z) в виде суммы j\(z) + f2(zj, где функция j\(z)
Х)е.гулях>иа в области \z — a\ < R. а функция /2(2) х.)е.гулях.ша

в области \z — a\ > р. Разложив функцию fi(z) в х>яд Тейлох.)а
в οκχχίΟτιιοοτΗ точки a, а функцию /2(2) — по отрицательным
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степеням ζ — а с помощью приемов, указанных в § 7, можно

найти {разложение (5), Если f(z) — рациональная функция, то

ее .гфедставляют в виде суммы гщостых дробей.

Примеры с решениями

Пример. Функцию f(z) = (1_г)\г+3), регулярную в облас-

тях D\ = {z: \z\ < 1}, D2 = {ζ: 1 < \z\ < 3}, D3 = {z: \z\ > 3},
раало.жить в этих областях в ряд Доутиа.

Решение. Представим f(z) в виде суммы простых дробей:

'«ЧСгЬ + тЬ)' <7)

Если \z\ < 1, то

1
оо

—*=Σ,*η> (8)
п=0

а если \ζ\ > 1, то

ОО
1

-Σ*· (®)
1 1

п=1
1 — ζ ζ (1 — Ь) “ ζ'

Аналогично, если \ζ\ < 3, то

1
-

1

-ЕЧГ. л»)
. + 3 з(1 + о is s"+'

а если \z\ > 3, то

1 1 ^ (_ι)η-ι3η-ι
л + З л (1 + |) Σ с · CD

п=1

а) В области Di, где \z\ < 1, используя фоутмулы (7), (8),
(10), получаем

4
п=0

(-1)7
1 +

v /
Z .

ЗП+1

Этот ряд есть ряд Те.йло].)а для функции f(z).
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б) В области D2, где 1 < \z\ < 3, используя формулы (7),
(9), (10), имеем

,,.Λ у / А 1
|) Ζ_^ ( Λ } ~п Z_^ Λ

. Οι
. 4 / zn ^ 4 · 3™+*

'

n=l 4 7 n=0

Этот х>яд содержит как положительные, так и

отрицательныестепени ζ,

в) В области D3, где \ζ\ > 3, используя хтазложения (7), (9),
(11), находим

00
( i\n—Ion—1 1

m =

3 -1

ΑζΊ
П= 1

Этот ряд содержит только отрицательные степени ζ.

Пример. Рациональная функция f(z) разложена в х>яд

Лох>аиа

°° 7

(—1)та(п + 1) 4η+1
^ \ ?2п ?2п+1

п=0

Разложить ее в х>яд Лох>аиа по степеням £ в кольце, содех>жащем
о

'.точку ζ =
2·

Указать границы кольца сходимости.

- / \ (—1)η(η + 1)
Решение. Ряд fi(z) =

п̂=0

сходится в области \ζ\ > 1, а х>яд

^ 4-+1 4^/4
f2{z) — 2_^ ~2n+l

—

~ Z_^ ( v2Z L·,* L· T -L

z ,
у ^

n=0 n=0 7

сходится, если \^\ < 1, т.e. \z\ > 2. Так как точка ζ = \
содержится в кольце 1 < \z\ < 2, то функцию /2(2) нужно
представитьх>ядом по степеням ζ, сходящимся в области \ζ\ < 2.
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Используя разложение Σ tn = запишем /2(2) в виде

п=0

/2W
1 4ζ

ζ 1-4

откуда
00

^2п+1

п=0
4п

’

Ζ2 - 4 1

ζ\ < 2,

а искомое разложение

/« =Σ^^+Σ^· 1

тг=0 тг=0

< Ы < 2.

Пример. Разложить в ряд Лорана в кольце с центром

в топке ζ = 0, которому принадлежит топка ζ = 3, функцию

З*3 + 6ζ2 - 8
/w =

Указать границы кольца сходимости.

Решение. Разделив многочлен З^3 + 6^2 — 8 на многочлен

— 3^ — 4, запишем функцию f(z) в виде

57^ + 52
f(z) = 3z + 15 + -

,

(г - 4) (я + 1)

а затем представим полунетшую правильную дробь в виде

суммы простых дробей:

57я + 52 Л В
+

(ζ — 4)(ζ + 1) ζ — 4 £ + 1’

где

Л
57^ + 52

ζ+1

Следовательно,

= 56, В =

57^ + 52

ζ=4

56
f(z) — 3z + 15 Η +

ζ — 4

1

1.

ζ=-1

ζ- 4 Ζ + 1'

Функция f(z) регулярна во всей комплексной плоскости с

выколотымиточками z\
= —1, Z2 = 4 и ее можно разложить в ряд
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по степеням ζ в областях \ζ\ < 1, 1 < \ζ\ < 4 .и \ζ\ > 4. Тонка

ζ = 3 нушнадлежит кольцу 1 < \ζ\ < 4. Поэтому функцию
нужно угазложить в ряд но положительным степеням ζ, а

функцию— в ряд но отрицательным степеням ζ. Преобугазуем
исходную функцию:

f(z) = Зг + 15 - —ίΡ +
1

4 * 1 + ΐ)
откуда

'

\ п ОО .

/С) = Зл + 15 — 14Σ ( т ) +Σ(“1Γ4 / ' ζη+ι
n=0 4 ' n=0

= l---14V- + y2
'

j 471 с ^

^74
n=2 n=l

Полученный х>яд сходится в кольце 1 < \z\ < 4.

Пример. Разложить функцию f(z) = z^z^2i) в 1>яд Лоугана
но степеням ζ — 2г в кольце D, которому нушнадлежит точка

ζ = 1. Указать границы кольца сходимости.

Решение. Представим f(z) в виде

„. . z2 + 2iz — 2iz + 2 /1 1
/W =

^7^
= 1 - г - +

z(z + 2г) у 2; 2 + 2г

Функция f(z) регулярна во всей комплексной плоскости с

выколотымиточками ζ = 0 и ζ — —2г. Поэтому ее можно разложить

в ряд Лоугана но стеиеням ζ — 2% в областях

\z — 2г\ < 2, 2 < \z — 2г\ < 4, \z-2i\>4.

Полагая z — 2i = t, получим f(z) = φ(ί), где

/ N
i i

ψ(ί) = 1 —.

t + 2i t + 4i

Так как точка ζ = 1 нушнадлежит кольцу

2 < \ζ - 2i\ < 4,

то функцию φ(ί) нужно угазложить но степеням t в области 2 <
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< |ί| < 4, Преобразуем функцию <p(t):

... i 1
φ(€) = 1 -

i(l + f) 4(1 + £)·
Тогда

/ч , (-1)η(2Πη ^(-l)ntn
ν(ί) = 1-*Σ^ΤΪ Σ »η4η+1

'

η=0 η=0

^ J-2if_ 3 А игу .

^ ^ ^ 2(ζ - 2ί)η 4 ^ (4ί)η
^ ^ ’

η=1 4 7 η=1 4 7

2 < |я - 2г\ < 4.

Пример. Разложить функцию

f(z) = (тг - 2* + тГ) cos
1

ч2 2 J ζ-2

в ряд Лорана по степеням ζ — 2 в кольце

D = {ζ: 0 < jz — 21 < оо}.

Решение. Пусть ζ — 2 = t, тогда

/М = ^ + 1)с°*И(£\тг=0—J ί2(η 1)(2п)! ί2η(2η)!

1.2
I

1 ^ ((-Q"+1 ,
(-1П 1

9
i~

9 \ C9r>.4- 911
i~

2^Γ(, \(2η + 2)! (2η)· у ί2η

Сг
ι

1
ι
^(-1Γ(4η7 + 6η+1)

2 4 ^ 2(2η + 2)!ί2η

С. ^2 ,
1

,
^(-l)ra(4n2 + 6n + l)

2 4 ~ί 2(2η + 2)!(ζ — 2)2“



2. ЙЗОЛИРОВАКШЫЕ ОСОБЫЕ ТОЧКИ ОДНОЗНАЧНОГО ХАРАКТЕРА 11

§ 2. Изолированные особые точки

однозначного характера

Справочные сведения

1. Классификация изолированных особых точек.

Пусть функция f(z) регулярна в некоторой окрестности
точки а ф оо, т. е. в кольце

О < \z — а\ < р,

но не ]>егуляр)иа в точке а. Тогда точка а называется

изолированнойособой точкой однозначного характера функции f{z).
Аналогично, бесконечно удаленная точка называется

изолированнойособой точкой однозначного характера функции f(z),
если эта функция регулярна в некоторой области

р < |^| < оо.

В зависимости от поведения функции f(z) вблизи особой

точки а различают три типа особых точек. Изолированная
конечнаяили бесконечно удаленная особая точка а однозначного

характера функции f(z) называется

1) устранимой особой точкой, если существует конечный

предел lim f(z):
ζ—ю

2} полюсом, если существует бесконечный предел lim f(z) =
г—>а

= оо;

3) сугцестпвеппо особой точкой, если не существует (ни
конечного,ни бесконечного) предела функции f(z) в точке а.

2. Ряд Лорана в окрестности особой точки.

Если функция f(z) регулярна в кольце 0 < \z — а\ < р, то ее

можно представить в виде сходящегося в этом кольце ряда

оо

f(z) = Σ ^
п=—оо

котчтрьш называют рядом Лорана функции f(z) в окрестности
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точки а, а ряды

оо

С-

тг=

оо

h(z) = Σ°η(ζ - α·)η
гг=0

называют соответственно главной частью и щнхвильпой
частью ряда Лорана функции f(z) в окрестности точки а.

Аналогично, если функция регулярна в области R < \z\ <

< оо, то она представляется сходящимся в этой области рядом

оо

/о) = Σ Сп*п'
п=—оо

который называют рядом Лорана функции f(z) в окрестности

бесконечно удаленной точки, а ряды

оо

h{z) = YucnZn, (5)
п=1

оо

f2(z) = СО + Σ C-nZ~n (6)
та=1

называют соответственно главной и правильной частью

ряда (4).
Главные части (2) и (5) рядов Лорана (1) и (4) состоят из

всех тех и только тех членов этих рядов, которые стремятся к

бесконечности при ζ —► a (ζ -л оо). Функцию f(z) называют

регулярной в точке ζ = оо, если эта функция регулярна в кольце

R < \ζ\ < оо и существует: конечный lim f(z),
ζ—юо

3. Устранимая особая точка.

Для тою чтобы конечная или бесконечно удаленная

изолированнаяособая точка а была устранимой, необходимо и

достаточно,чтобы все коэффициенты главной части ряда Лорана
в окрестности точки а были равны нулю, т.е. fi(z) = 0. Если

точка ζ = а, где а ф оо, является устранимой особой точкой
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функции
оо

f(z) = ^2cn(z~a)n^ 0 < \z — а\ < R,
71=О

то, полагая

/(а) = lim f(z) = с0,

получаем функцию, регулярную в точке а. Поэтому нередко

устранимую особую точку рассматривают как точку

регулярности.
4. Полюс

4.1. Для того чтобы изолированная особая точка а

(конечнаяи бесконечно удаленная) была полюсом функции f(z),
необходимо и достаточно, чтобы главная часть ряда Лорана

функции f(z) в окрестности точки а содержала конечное число

ненулевых слагаемых.

4.2. Полюс в конечной точке

а) Точка ζ = а, где а ф оо, является полюсом функции f(z)
тогда и только тогда, когда эта функция представляется

в виде

f(z) = {z- a)-mh(z)7 h(a) ф 0, га е N, (7)

где h(z) — функция, регулях>иая в точке а. Число га

называетсяпорядком полюса.

Если точка а ф оо — полюс функции f(z), то его

порядок—такое число га е N, что

lim f(z)(z - а)т = а,

где а^О, или

/(^) ~ “^° (*->«)■ (8)

б) Пусть f(z) = где g(z) и h{z) — функции, регудяхигые

в точке а ф оо. Тогда если д(а) ф 0, а точка а — нуль

кратностига функции h(z), то ζ = а — полюс га-го порядка

функции f(z); если точка а является нулем функций g(z)
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и h(z) к])ат1юсти к и т соответственно, то при т > к

точка ζ = а — полюс функции f(z) кратности т
— к, а

при т к — устранимая особая тонка.

4.3, Полюс в бесконечно удаленной точке

а) Точка г = оо является полюсом функции f(z) тогда

и только тогда, когда эта функция представляется в виде

f(Z) = zmg(z), р(оо) ф 0, т е N. (9)

Число т в формуле (9) называется порядком, полюса ζ =

= оо.

Если ζ = оо — полюс функции f(z). то его порядок га —

такое число, что lim Д^· = а, где а ф 0, или
z—юО

f(z) ~ azm, а ф 0 (я —>■ оо). (10)

б) Порядок т полюса ζ = оо функции f(z) равен

кратностинуля функции / (J) в точке ζ = 0,

5. Существенно особая точка

5.1. Для того чтобы изолированная особая точка а была

существенно особой точкой функции f(z), необходимо и

достаточно,чтобы главная часть ряда Лорана функции f(z) в

окрестноститочки а содержала бесконечное число ненулевых

слагаемых.
5.2. Теорема Сохоцкого. Если а е С — существенно

особая точка функции f(z), то для любого А е С найдется

последовательностьточек {zn}, сходящаяся к точке а и такая, что

lim f(zn) = А,
η—>оо

5.3. Теорема Пикара, Если а е С — существенно особая

точка функции f(z), то для любого А е С, кроме, быть может,

одного, уравнение f(z) = A имеет в любой окрестности точки a

бесконечное множество решений (корней),

6, Целые и мероморфные функции
6,1. Если функция f(z) регулярна в каждой точке ζ е С,

то такая функция называется целой. Функция f(z) называется
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мероморрпой, если на каждом ограниченном множестве G G С

эта функция регулях>на, за исключением, быть может,

конечногочисла полюсов,

6.2. Если ζ = оо
— полюс порядка η целой функции f(z),

то f(z) — многочлен степени п, а если целая функция f(z)
регулярна в точке ζ = оо, то f(z) = const. Целую функцию,
для которой ζ = оо

—

существенно особая точка, называют

целой трансцедентной. Такими являются функции

ez, sin г, cos z, sh z, ch ζ.

6.3. Теорема Лиувилля для целой функции. Если

целая функция f(z) удовлетворяет в области R < \z\ < оо

неравенству
\f(z)\< M\z\m,

где М > 0, га — целое, m G 0, то f(z) — многочлен степени не

выше га.

Примеры с решениями

Пример. Найти все особые точки функции f(z) и

определитьих вид (тип), если: f(z) = cos\/z
1) f(z) = ; 2) f(z) = (ζ+1)2(ζ2+4)ί
3) f(z) = cos\/z* 4) f(z) = sin2z—2 sin21

5) f(z)=eV™*; 6)/(*) = I -

Решение. 1) Функция e1/*2 регулярна во всех точках z G

G С, кроме точки ζ = 0, Пусть z = х + iy, тогда если ζ =

= ж, то е1/^ —► оо при ж —► 0, а если г = iy, то е-1/у -л О

при у —► 0. Таким образом, функция е1/^ не имеет предела

в точке г = 0 и поэтому ζ = 0 — существенно особая точка этой

функции. Это можно установить, представив функцию е1/*

рядом Лорана в окрестности точки ζ = 0, т, е. рядом
оо

Д/Л = 1 + £
1

п=1
η\ζ2η

Главная часть этою ряда fi(z) = Σ содержит бесконеч-
п=1
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иое число ненулевых слагаемых.

Точка ζ = оо есть точка регулярности функции е1^
, так как

lim е1^2 = 0.
ζ—YOO

Это утверждение равносильно тому, что функция е*»2 регулярна
в точке С — 0-

2) Нули функций (ζ + I)2 и ζ2 + 4, т. е. точки ζ\
= — 1, Ζ2 =

= 2г, Ζ3 = —2i являются полюсами функции f{z). причем z\ —

полюс второго порядка, a Z2 и Z3
— полюса первого порядка,

так как эти точки не являются нулями функции ζ6, ζ\
—

нуль

кратности 2 функции (ζ + I)2, а Ζ2 и Ζ3
—

нули кратности 1

функции л2+ 4.

Точка ζ = оо — полюс второго порядка функции f(z),
так как f(z) регулярна в области \z\ > 2 и f(z) ~ ζ2 при ζ —► оо.

Других особых точек в С у функции f(z) нет.

3) Нули функции cos 4, т, е. точки

Zk
= кеЪ'

являются полюсами первого порядка. Действительно, если

φ(ζ) = COS i, ТО

1
·

1 (-!Γ+1 η

φ (zk) = ο
Sin _ =

2 Г1 0·

4 Zk 4

Точка z = 0 не является изолированной особой точкой. Она

является предельной точкой (точкой накопления) полюсов ζ^.

Точка ζ = оо — точка регулярности функции f(z), так как

функция -^-ξ регуляхша в точке С = 0. Других особых точек в

С у функции f(z) нет.

4) Пусть g(z) = sin 2ζ — 2 sin г, тогда

g(z) = 2 sin £ (cos z — 1).

Так как z^
= кк (he Ζ) — нули кратности 1 функции sin 2, а

zm = 2т7г (те Z) — нули кратности 1 функции cos^ — 1, то
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z'n = 2шг (n G Z) — пули кх>ат1юсти 2 функции 5(7), а

= (2п + 1)π (п G Ζ)
—

нули кх>атиости 1 этой функции. Поэтому точки ζ'η —

полюсыΒτοχγοΓΟ пох>ядка функции f(z), а точки ζ" (κχ)θΜβ точки

ζ = 7г) — полюсы первого 1юх>ядка функции f(z), так как ζ =

= тт — нуль функции ζ — тт.

Точка ζ = оо является ιредельной точкой полюсов

функцииf(z), а дх>уг.их особых точек (кх>оме пех>еч.ислепных) уфункцииf(z) в С нет.

5) Покажем, что точки = ктт, к € Z (нули функции sin ζ)
являются существенно особыми точками функции f(z). Пусть
g(z) — sin ζ, тогда

g(zk) = 0, g'(zk) = cos кп = (~1)к
и поэтому

sin ζ = (—1)k(z — кж)к(г), где Н{ктт) = 1.

Пусть к = 2п, тогда

sin ζ = [ζ — 2nn)h(z).

Бели ζ = х и х —> 2ττη + 0, то since —> +0 и f(x) —> +оо, а

если ζ — х и х —► 2π — 0, то since —► —0 и /(се) —► 0. Таким

обх>азом, функция f(z) не имеет гфедела щш ζ —► 2πη, η G Ζ,
и точки 2πη — существенно особые.

Аналогично установим, что точки (2η + 1)π, n G Z, также

являются существенно особыми. Итак, точки ζ^
= кж, к G Ζ, —

существенно особые точки функции f(z), а точка ζ = оо — их

гфедельиая точка.

6) Запишем f(z) в виде

Нули функции ez — 1, т. е. точки = 2&7гг (A G Ζ, А; 7^ 0) —

полюсы первого гкфядка функции f(z) (они не являются

нулямифункции ez — 1 — 2:). Точка ζ = 0 — устранимая особая
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точка, так как она является нулем второго норядка функций
ez — 1 — ζ и z(ez — 1). Точка г = оо — предельная точка полюсов

функции f(z).
Пример.
Найти главную часть fi(z) ряда Лорана функции f(z) в

окрестности точки а и определить вид особой точки а, если

f(z) = z cos-^Lj-, α = 1

1) f(z) = z3e1/z, a = 0; 2) f(z) = a = i\

3) f(z) = zcos^j-, a = 1; 4) f(z) = a = oo.

oo

Решение. 1) Так как e1/z = Σ to

n=0

/(г)=гз+л2+|+^ + х;-у4гз,2 6 n!zT
n=4

OO
1

ЛС) = Е(^зцn=l V '

Главная часть /ι(^) содержит бесконечное число ненулевых

слагаемых и поэтому ζ — 0 — существенно особая точка

функцииf(z).

2) /С) = ^,
МЛ = TjqCr = МО + h,'(i)(z - i) + Σ - i)k,

V J
k=2

где h(i) = h'(i) = -руз
= - J, откуда

f Ы -

h^ _i_ M =

*

1

(2: — i)2 z — i 4(z — i)2 4 (z — iy
a z = i — полюс второго порядка функции f(z),

3) Пусть z — l = t, тогда f(z) = <p(t) = (t+ 1) cos
j.Представимфункцию φ(ί) в окрестности точки t = 0 ее рядом Лорана

Отсюда следует, что главная часть ряда Лорана функции f(z)
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в окресттюсти точки z = 1 — ряд

. ,.л ν' (-1)"
I у (-1)"

•Ή > 2-, (2η)\ζ*>-1 (2η)\ζ^’
η=1 η= 1

а £ = 1 — существенно особая точка функции f(z).

4) Ра;)делив мношчлеп ζ5 + ζ2 на многочлен ζ2 + 4,
представимфункцию f(z) в .вцде

ΐί \ 3 а I
+ 16^

/(л) = л3-4л+
^2 + 4

.

Функция g(z) = 1>егулях>на в точке г: = оо, так как она

регулярна в области Ы > 2 и существует: lim g(z) = 1.
" "

ζ—too

Поэтому главная часть ряда Лфраиа функции f(z) в ок[)ест-

иости бесконечно удаленной точки есть сумма z3—4z, a, ζ — оо —

полюс третьего порядка функции f(z).
Пример. Пусть а ^ оо — существенно особая точка

функцииf(z) и полюс функции g(z). Докажем, что z = a —

существенноособая точка функции φ(ζ) = f(z)g(z).
Решение. Предположим противное. Тогда z = a — либо

устранимая особая точка, либо полюс функции φ(ζ). Если ζ =

= a — устранимая особая точка функции φ(ζ), то существует:

конечный lim φ(ζ) = А. По условию z = a — полюс фуик-
Z—уа

ции g(z) и поэтому g(z) - h{a) ^ О, т е N. Но тогда

функция , v , v

м'
g(z) h(z)K '

имеет в точке а предел, равный нулю, что трротиворечит

условию(функция f(z) не имеет: пх>едела в точке а, так как для нее

точка а является существенно особой). Если ζ = а — полюс

функции φ(ζ), то

hi (ζ)

(ζ-α)}
и тогда

уС)= С, Ч(о)^0, keN,

~\т—к/w Ч0( } ’

откуда следует:, что при т ^ к точка ζ = а является устрани¬
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мой, а при т < к — полюсом функции f(z), что противоречит

условию.

Итак, ζ = а — существенно особая точка функции φ(ζ).
Пример. Найти все особые точки функции f(z) и опреде-

£( \ el/*3cos5Ti
лить их вид: f(z) = sin3,(,4+1+)2

1) /М = ΦΦψ; 2) m = (,κ-^,+1);

3) /М = 4) /(*) =^ («'/(2*> - «)■

Решение. 1) Особыми точками функции f(z) в С могут

быть только точка ζ — г и корни уравнения sin Щф = —1 —

точки zk такие, что

Kizk 7Г
— = -- + 2Ьг,

откуда zk = г(\ — Ак). к е Z. Точка г является существенно

особой точкой функции и полюсом функции i+sin(17riz/2) ·

Откуда следует (пример 3), что ζ = г — существенно особая

точка функции f(z). Точки zk (к ф 0) — полюсы первого

порядка функции f(z), так как в силу условия cos ф 0 они

являются нулями кратности 1 функции 1 + sin фф, a ζ = оо —

предельная точка полюсов,

2) Особыми точками функции f(z) в С могут быть только

точки 1 и —1, а также корни zk уравнения sin ττζ = 0 (-числа
zk = к, к е Z) и корни zk уравнения chz = —1, равносильноm

уравнению ez = —1, откуда zk = ίπ + 2кт (к е Z).
Точки zk = k{keZ, к ф ± 1) — существенно особые точки

функции f(z), точки ζ = ±1 также являются (пример 3)
существенноособыми ЭТО ПОЛЮСЫ функции ^2,^2(chz+l·)’

Точки zk — полюсы первого порядка (shzk ф 0)функцииf(z). Точка ζ = оо — предельная точка для точек zk и zk.

3) Точка ζ = 0 — нуль функции sin 2 = 0 (полюс
функцииf{z)e~1!z ) и существенно особая точка функции e~xlz
являетсясущественно особой точкой функции f(z) (пример 3).
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Точка ζ = — 1 также является существенно особой точкой

функцииf(z).
Корни уравнения

*4 = -1,

т. е. точки Zk
= егп(2к+1)/4 (fc = о, 1, 2, 3) — полюсы второго

порядка, а точки zk
= кп (к е Z, к ф 0) — полюсы третьего

порядка функции f(z). Точка ζ = оо
—

предельная точка

полюсовZk.

4) Особыми точками в С могут быть только нули функций
cos л, sh ζ и точка ζ = 0. Точка ζ = 0 — существенно особая

точка функций е71"/^ и f(z), точки Zk
= § + кп (к € Z) —

нули кратности 1 функции cos ζ — являются полюсами первого

порядка функции f(z). Нули функции sh;? — точки 'zk = кпг

(к е Z, к ф ±1) — являются полюсами первого порядкафункцииf(z), а гтт и —in — устранимые особые точки, ζ = оо —

предельная точка полюсов zk.

§ 3. Вычисление вычетов

Справочные сведения

1. Определение вычета

1.1. Вычет в конечной точке.

Пусть а е С — изолированная особая точка

однозначногохарактера функции f(z). Тогда функция f(z) регулярна

в кольце 0 < \z — а\ < р.

Если

jR
= {z: \z-a\= R},

где 0 < R < ρ
— положительно ориентированная окружность,

то вычетом функции f(z) в точке а называется число

hj>f{z)dz’
1R



которое обозначается res f(z). Итак,
z=a

res/Ц) = R if f(z)dz. (1)

\z—a\=R

Символ указывает на то, что обход контуура совершается
в положительном направлении (против часовой стрелки),

1.2. Вычет в бесконечно удаленной точке.

Пусть функция f(z) регулярна в области \z\ > р (точка ζ =

= оо является либо изолированной особой точкой однозначного

характера, либо точкой регуляртюсти функции f(z) ). Тогда
вычетомфунщгш f(z) в бесконечности называется число,

определяемоеформулой

res f(z) = (fyf(z)dz, 0 < р < R, (2)
2:=оо 2т j

1R

где 7r = {ζ: \ζ\ = R} — окружность ]>адиуса R,
ориентированнаяпо часовой стрелке (при обходе область \z\> R остается

слева).
Заметим, что если функция f(z) ре.гуля|.ша в точке а ф оо,

то res f(z') = 0, а если функция f(z) регуля|.ша в точке ζ = оо,
ζ—а

то отсюда не следует:, что ее вычет в бесконечности равен нулю

( res 1 jz = — 1V
\2I=00 /

2. Теорема о вычетах.

Если функция f(z) |>егуля|)на в С, за исключением

конечногочисла изолированных особых точек ζι, Z2, ...

, zn, то

сумма всех вычетов функции /(;?), включая и вычет в точке

ζ = оо, равна нулю, т. е,

п

V res f(z) + res f(z) = О,
Z=Zb 21=00

k= 1

откуда
n

res f(z) = - V res f(z). (3)
2=00 Z=Zb

k=1
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3. Вычеты и ряд Лорана
3.1. Если функция f(z) регулярна в проколотой
окрестноститочки а, т. с. в кольце 0 < \z — а\ < р, то она Атредставля-

етея в этом кольце рядом Лорана
оо

f(z) = Σ Cn(z — а)п, (4)

где fi (z) = J2 //Гд\п
— главная часть ряда Лорана.

п=ι
^ ’

Тогда

res f(z) = с_ь (5)
z=a

те. вычет функции f(z) в точке а равен коэффициенту ряда

Лох>а.иа (4) щш
оо

3.2. Если f(z) = cnzn — ряд Лох>ана функции f(z),
п=—оо

Х>егулях>ной в окх>естиости точки ζ = оо (в области \ζ\ > р), то

res f(z) = -сь (6)
z=oo

т. e. вычет в точке -г = оо равен коэффициенту этот ряда при

взятому со знаком минус.

4, Формулы для вычета в конечной точке.

4.1. Полюс первого порядка.

Если ζ = а (а ф- оо) — полюс .шфвого порядка (гфостой
иолюс) функции f(z), то

res f(z) = lim [(ζ - a)f(z)]. (7)
ζ=α

~ '-

ι(ζ)
ψ{ζ)·Пусть f(z) = Η4, где h(z) и ψ{ζ) — функции, регулярные

в точке а, гфичем

φ(α) = 0, φ\α) ф 0.

Тогда

res f(z) = (8)
ζ=α ψ \а)
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В частности, если φ(ζ) = ζ — а, т. е.

/м =

ζ
— а

то

vesf(z) = h(a). (9)

4.2. Полюс порядка т > 1.

Если ζ = а (а ф оо) — полюс порядка га > 1, то

res f(z) = -Л_ lim [(* - «Г/Д)]^-1». (10)
Z=a (т — 1 j! z—>a

В частности, если

f(z) = h(z\ , (11)
(z-a)m'

v '

где h(z) — функция, регулярная в точке, и h(a) ф 0, то

ге8/(л) = -П_Л("-1)(а), (12)
Z=a [т — 1 j!

т. е. вычет функции / {ζ) в точке а равен коэффициенту при
оо

(z — a)m_1 ряда Тейлора h(z) = ^ Cniz — а)п.
п=0

5. Формулы для вычета в бесконечно удаленной точке.

5.1. Если функция f(z) регулярна в точке ζ = оо, то

res f(z) = lim [ζ (/(оо) - f(z))\. (13)
2=00 2—ЮО

5.2. Пусть г = оо — нуль порядка к функции f(z), тогда

f(z) ~ ф при я -> оо, А ф 0. (14)

Если в асимптотической формуле (14) к = 1, то

f(z) — и тогда res f(z) = —А, (14)
Z 2=00

а если к ^ 2, то res f(z) = 0.
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5.3. Если функция f(z) представлена в виде f(z) = φ (^),
где функция φ(ζ) х^егулярна в точке С = то

res f(z) = -φ;{0). (15)
21=00

Примеры с решениями

Пример, f(z) = 2cos-os4 а = π Найти res f(z), если:

1) f{z) = а = -1; 2) f(z) = ze1^2, a = oo;

3) /(*) = 2са,£Г-» * = 4)Ηζ) = ζ3+2*1+3Ζι a = 1;

■5) f(z) = z(e2Li)w a = °; 6) f(z) = ez!{l~z\ a = 1 и a = oo;

7) /(я) =я sin §^γ, a = 1; 8) f(z) = {z_2^z2+1), a = oo.

Решение. 1) Так как

ζ2 — ζ — 2 = (ζ + l)(z — 2),

το f(z) = где p(s) = По формуле (9), где #(-1) = 2,
находим

res /(я) = д(-1) = 2.
2=—1

2) Функция f(z) подставляется в области D = {ζ: 0 < \ζ\ <
< сю} х>ядом Лфраиа

1
°°

1
f(z) = Ζ Н Ь

2n—1 ’

Z η\ζΔη у

п=2

в κοτοχ)θΜ коэффициент πχ>ιι \ х>авеп 1, По фох>муле (6) находим
res f(z) = -1.
z=oo

3) Точка ζ = π
— полюс первого порядка функции f(z),

так как ζ = π — нуль кратности 1 функции sin;?. Пусть

h(z) = 2 cos г — cos3 z, ip(z) = sinz.

Тогда по формуле (8), где h(π) = —1, φ'(π) = — 1, находим

res f(z) = 1.
ζ=π
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4) Точка ζ = 1 — полюс третьего порядка функции f{z).
Пусть

h(z) = ζ3 + 2z2 + 3ζ,

тогда по формуле (12), где h"(z) = 62 + 4, h"( 1) = 10, находим

г/ ч ^"(1)
res f(z) = —У- = 5.
z=iJK J

2

5) Точка ζ = 0 — полюс второго порядка функции f{z).
Воспользуемся формулой (10). Найдем

,
~ . .

e2z — 1 — 2ze2z
lim = lim

о — 1у ζ—>о (e^z — 1)^

Применяя формулу Тейлора душ функции e2z, получаем

e2z — 1 — 2ze2z = -2ζ2 + ...

, (e2z - l)2 = 422 + ...

,

поэтому искомый предел равен
— | и res f(z) = —

6) Так как = — 1 — то

f(z) = е-1 ■ e-V(K-l) = е-1 Λ _ J_ +
1

+ ...),1 2(2: — l)2
откуда следует, что

res /(2) = —e_1.
21=1

Функция /(2) имеет в С единственную .изолированную особую
точку 2 = 1 и регулярна в области 1 < \z\ < 00. По теореме о

вычетах (формула (3))

res /(2) = — res /(2) = e_1.
2=00 2=1

7) Положим t = ζ — 1, тогда

f(z) = (t + l)sin ( 1 + 1 ) = <p(t)

res/(г) = res ¥>(«).
2=1 t=0
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Найдем коэффициент с_ \ при \ ряда Лох>аиа

(2 2'
φ(ί) = (t + 1) i sin 1 · cos - + cos 1 · sin - I =

— (t + 1)

Отсюда следует:, что c_i = 2 cos 1 — 2 sin 1 и res f(z) = 2(cos 1 —
z=l

— sin 1).
8) Функция f(z) ретуляуша в области 2 < \z\ < оо, а точка

ζ = оо является душ этой функции нулем кх>атиости 1, гфичем

f(z) ~ \ при ζ —> оо. Это означает, что коэффициент х>яда

Лох>аиа функции f(z) в окхюстиости тючки ζ — оо х>авеи 1 и

поэтому res f(z) = —1.
z=oo

Пример. Найти .вычеты функции f(z) во всех ее конечных

особых точках и в бесконечности, если: f(z) = ^груе1/^
1) т = Ϊ&; 2) f(z) =

3)/С) = ^ЛА; 4) /(*) = ;£_ сое §=1.
Решение. 1) Нулями функции ζ4 + 1, те. кохшями У1>ав-

неиия ζ4 = -1, являются числа zk
= ег7Г+2Ьг/4, к = 0, 1, 2, 3,

и тючки ζ^
— полюсы иех>вого пох>ядка функции f(z). По φοχ>

муле (8) находим

*{ \ 4 гк
res f(z) = —з

=
—,

z=zk 4zf, 4

где

1 + г г — 1
z0 = Z1 =

л/2 л/2
1 + г 1 — г

*2 = “*0 =

“уР
"3 = “"1=

VT-
По теоххзме о вычетах

res f(z) = — V res f(z) = 0.
z=oo -*'

z=zk

k=0

Этот хтезультат также следует: из того, что х>яд Лох>аиа фуик-



28

дни f(z) в окрестности бесконечности содержит только члены

вида С2к%2к {к £ Z),

2) Точка z = 0 — полюс второю порядка функции f(z), а

точка ζ = π — устранимая особая точка этой функции (точка
регулярности). Других особых точек в конечной плоскости у

функции f(z) нет’. Найдем коэффициент с_ι ряда Лорана приЧГ *J ■ \ / г ■ ЧГ ЧГ · X ' ■ X X

\ функции f(z). Имеем

/ω = έ(1-ί + ···) (~) (ЧГ =

= + ·") (1+f + ^ + -

откуда с_1 = -^иг«/й = -^.
Далее, res f(z) = 0, a res f(z) = - res f(z) = A,

2=7Γ 21=00 2=0

3) В конечной плоскости функция f(z) имеет две

изолированныеособые точки: ζ = — 1 (полюс первою порядка) и

существенноособую точку ζ = О,

По формуле (8) находим res f(z) = —е-1. Для нахожде-
2=— 1

ния .вычета в бесконечности воспользуемся разложениемфункцииf(z) в ряд Лорана:

/м = *2 (1+el/z =

2 Λ 1 1 1 \ / 1 1 1

{1~z +
^~^

+ --j{1+z + 2^+6^ +

откуда находим, что коэффициент с_ι при ^ равен ^ ^ +1 — 1,
т. е. с_1 =

— Поэтому res f(z) = По теореме о вычетах

-ι 1
res f(z) = - res f(z) - res f(z) = e -

-.

2=0 2=— 1 2=00 ύ

4) В конечной плоскости функция f(z) имеет три особые

точки: z\ = 2 и Z2 = —2 — полюсы первого порядка, я = — 1 —

существенно особая точка.
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По формуле (9) находим

где

Следовательно,

Аналогично находим

resf(z)=g(2),
z=2

1 z-1

9\z) = cosyw
z + 2 z + 1

\
1 1

res f(z) = - cos -.
z=2J w 4 3

res f(z) = —-cos3.
2=—2

' w
4

Функция f(z) регулярна в бесконечности и имеем: там нуль вто-

рого порядка {f(z) ~ cos \jz2 при 2: —е оо). Поэтому ^res f(z) =

= 0. По теореме о вычетах

1 ( 1\
= - res f(z) - res^f(z) =

- I cos3- cos -J . ▲

Пример.
Пусть

Pn{z) — anZn + an_izn
■*■
+ ... + a\z + ao,

Qn(z) — bnzn + bn—\zn
1
+ ... + ^1-2 + 60,

где an ф 0, Ьгг ф 0, т. e. Pn(z) и Qn(z) — многочлены степени η.

Найдем res f(z), где f(z) = 444.
21=00 л

Решение. Функция /(2) регулярна в точке 2: = оо, Для
нахождения искомого вычета воспользуемся формулой (13), где

/(оо) = !у· Тогда

/,/ ч е/ чч /"αη αηζη-\- αη-ΐζη
1
+ . ..+ α\ζ + αο\ , .

z(f(00)— /Ы) = 21 : : : :
— = φ(ζ)

\bn bnzn-\- bn_izn +...+ b\z + 6q J
или

, \ I Q"n T
г

Т - - - Р
ζη \ ^гг^гг— 1 Ьпап—1 , ι / ч

φ(ζ) = Ζ I -

г J—
=

гсч h h(z),
'Ъп bn+h=i + ... + L· 62
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где h(z) —► 0 при ζ —► оо, откуда

/
\

ап^п— 1 &ηαη— 1
lim <£>(2) res /(я). А

§ 4. Вычисление интегралов по замкнутому контуру

Справочные сведения

При вычислении интегралов по замкнутым контурам

применяетсяследующая теорема,

Теорема Коши о вычетах. Пусть D — область в С с; кусочно-

гладкой границей Г, а функция f(z) регулярна в области D

за исключением конечного числа изолированных особых точек

ад G D (k = 1, 2, ...

, п) (к их числу относится и точка ζ = оо,

если 00 G D), кроме тощ функция f(z) непрерывна вплоть

до границы Г области D. Тогда

где Г+ — .положительно ориентированная относительно

областиD кривая Г.

Следствие, (теорема о полной сумме вычетов) Пусть
функция f(z) регулярна во всей плоскости С за гьеключением

конечного ч,исла изолированных особых точек ар, ...

, ап. Тогда

р|=4

Решение. Найдем все конечные особые точки

подынтегральнойфункции f(z). Это корни уравнения ez + 1 = 0, те.

точки Zk
= πг + 2жгк, к G Ζ.

η

Г+

η

Примеры с решениями

Пример. Вычислить интеграл
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Из них внутри Kj>yra {ζ: \ζ\ < 4} лежат только точки zq
= тгг

и ζ-ι
= —тгг. Следовательно, по теореме о вычетах

Так как точки ±.ш — полюсы первого ткрядка для

функцииf(z), то

откуда находим I = 2πί(—π4 — π4) = —4π5ί.

Пример. Вычислить интеграл

Решение. Найдем все особые точки подыитехралыюй

функции f(z). Это корни уравнения cos 2: = 1, т. е. точки ζ^
=

= 2πк, к е Ζ, а также точка ζ = 1.

Из них внутри Kj>yra {ζ: \ζ\ < 3} лежат только точки ζ = 1

и zq
= 0. Следовательно, по теореме о вычетах

Так как ζ = 1 — полюс втхрого ткрядка для функции f(z),
то

res f(z) = lim (f(z)(z — l)2/ = lim
z= 1 z—>1 z—y 1

lim
z—yl \ 1 — COS 2:

sin 1sin 2

(1-COS 2i)2 z=l (1 — COS l)2

Хотя точка zq
— 0 также является полюсом втхрого порядка,

для f(z), но вычет в ней удобнее находить, вычислив

коэффициентc_i х>яда Лох>аиа функции f(z) в окхтесттюсти тючки 0.
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Так как

(Т^Ьр = (гЬ) = 1 + 2* + 3*2 + ···;

1 1

1 — COS Ζ ^1

у1 2 4! 6! ' ' '

'J

-

1
_ _2_ ( ζ^_

”τ (ι-£ + ··■) ~ζ^ 12

то при иеремпожении этих рядов получим

2 ч /2 1 \ 2 4 1 к

(l + 2z + 3z +...)-i-2+- + ...j
-

-2 +
- + 6+ - + ^Cfc2: ,

^ ' к= 1

откуда с_1 =4, Следовательно,

( sin 1 К
res f (ζ) = с-1 = 4, I = 2πζ 4 — — —~ . A
*=0'ν '

\ (1 - cos 1) /

Замечание. В примерах 1, 2 нельзя использовать при

вычисленииинтегралов вычет в бесконечности (см. способ 2

примера3), так как в этих примерах точка оо является

неизолированнойособой точкой для подынтегральных функций.
Пример. Вычислить интеграл

Г ζ2 1
I = ф —-sin-ch.

J ζΔ — И ζ

\z+i\=2

2 1

Решение. У подынтегральной функции f(z) = sin -

всего четьфе особые точки: 2:0 = 0, z\— 3, Z2 = —3, 23 = 00,

В соответствии с этим интеграл I можно вычислить двумя

способами.
1 способ.

I = 2πί res f(z).
z=0

Точка zq = 0 является существенно особой точкой для f(z).
Чтобы найти вычет в точке zq, вычислим коэффициент c_i ряда
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Лорана в окрестности zq = 0. Так как

.
1 1

sin - =

3!

1 1
+

1

5! · 7! · ,г7

ζ — 9

ζ2 1
_

ζ2 ( ζ2 ζ4

Т‘ =~Т I +_9"+92 +

-*-9 4

9 92 93

то, перемножив полученные ряды, находим

1
г/ ч /

1 1 1
f(z) = 7

-

-—ό +
3! · ζ3 5! · ζ5 7! · ζ7

ζ2 ζ4 ζ6

Ύ~Ψ~¥

1 1
+

3! · 9 5! - 92 7! - 93

+οο

+ Σ CkZk,

откуда

С-1 =
1 1 1

+
1 1

3! · 9 5! - 92 7! - 93
"

Γ*3ΐι/ ν'ΰ'Ι/X Ct.IV JACt.IV.

.11 1

+

k=—oo

кф-1

1

+

3! · 32 5! · 34 7! · 36

1

то

Sm3 3 3! 33
’

5! - 35

I
·

1 Л 4 1 о *
1

с-i = — sin — — — -3 = 1 — 3 sin —.

3 зу 3

Следовательно, I — 2πί ■

c_i = 2πί(1 — 3sin |),
2 способ. По теореме о вычетах душ области D = {ζ: \ζ +

+ г | > 2 } имеем

I = —2ni res f(z) + res f(z) + res f(z) .

\Ζ=3 Z——3 21=00 J
Точки ±3 являются полюсами первого порядка для

функцииf(z) в области D. найдем вычеты функции в этих точках

2 * 1
г; sm -

(ζ2 — 9);

2 * 1
2; sm -

Ζ=3ζ3
2ζ

3 ( 1\ 3 1
= ± - sm ±— = - sm —.

2 I 3/ 2 3
г=±з 4 7
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Точка оо является устранимым нулем первого порядка

функции /(я), причем f(z) ~ ^ при ζ —► оо, откуда res f(z) =

= -1.

Следовательно,

3 1 з 1 \ / 1
I = -2т | - sin - + - sin - - 1 j = 2πΐ ί 1 - 3 sin -

Пример, Вычислить интеграл

1 — ch ζ

Ζ3 + 47Γ22:
\ζ\=7

dz.

Решение, Найдем все особые точки подынтегральной

функции .f(z), решив уравнение

ζ(ζ2 ± 4π2) = О,

откуда ζ0 = 0, ζχ =2πί, Ζ2 =
—2πΚ

Точки ±27гг являются нулями числителя первою порядка

(1—ch(±2wi) = 0, — sh(±2wi) ф 0), а также нулями знаменателя

первого порядка. Поэтому эти точки являются устранимыми

для f(z). Значит, res f(z) = 0.
ζ=ί2πί

Точка ζο = 0 является нулем числителя второго порядка

(1 — chO = 0, — shO = 0, — chO ф 0) и нулем знаменателя

первогопорядка. Поэтому эта точка также является устранимой
и res f(z) = 0, В итоге по теореме о вычетах для круга {ζ: \ζ\ <
ζ=0

<7} получаем

27гг ( res f(z) ± res f(z)+ res f(z)\ = 0.1 -■

=0
V '

ζ=2πί
v '

ζ=—2πί
'

Замечание. Вычисление интеграла в примере 4 вторэым

способом по теор>еме о вычетах душ внешности круга было

возможно,но более сложно, чем вычисление первым способом.
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Пример. Вычислить интеграл

/= $
\z\=4

Решение. Найдем все конечные особые точки тюдыитег-

ралыюй функции f(z). Это кохши ух>а.виеиия ζ8 = 1 (восемь
полюсов первою .щрядка на окх>ужности {ζ: \ζ\ = 1}).

Поскольку вне кх>уга {ζ: \ζ\ < 4} находится только одна

особаяточка ζο = оо, то в данном иргшере удобнее .вычислить

интегралс иомощыо вычета функции f(z) в точке ζ = оо.

Заметггм, что f(z) — четная функция гг ее х>яд Лох>ана
в окхгестгюстгг точкгг ζ = оо содержите только четные сте-

нени ζ. Поэтому коэффгнщент этою х>яда гргг \ х>авеи нулю

и res f(z) = 0.
Z=QO

Следовательно, I = —2ni res f(z) : 0.
z=oo

Пример. Вычггслггть интеграл

dz

g2/z — gljz

\z\=l

Решение. Найдем все конечные особые точкгг гюдыггтег1-

Х.>ал.ыюй фуикцгш f(z), х>ешив ух>авиегше e2/z = ex!z гглгг е1!2, =
= 1, откуда ^ = 2nik, к е Z, к ^ 0, т. е.

zk
= TjAp к eZ, к^О.

ΚχχχΜβ тою, особой является тючка zq = 0 — гредельная

точка полюсов ζ^.

Следовательно, теохгему о вычетах можно ггспользовать

только дут облает D — {ζ: \ζ\ > 1}, в κοτοχγοΓι лежггт лишь

одна особая тючка S’ = оо. Учггтывая, чтю

1 = -

\z\=l

ф /С) dz,

получаем I — —2πΐ res f{z).
Z=OO
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Для данной функции f(z) точка ζ = оо — полюс первого

порядка и поэтому ее ряд Лорана в окрестности оо имеет вид

f(z) = Az + В + —^ + ... .

Пусть φ(ζ) = / (i), тогда

А
φ{ζ) = \- В + C—\Z + ... .

ζ

Для нахождения c_i нужно найти коэффициент при ζ ряда

Лорана функции φ(ζ) в окрестности точки ζ = 0. В данном

примере

»<*>-ίττ-ΐ(1-*+γ+···)(1+Ρ|-+···
-Κ-' +

τ
+ -)(-ί*π4·

Нужно найти коэффициент при ζ2 в произведении выраже-
1 1 1 1 О

ний в скобках. Он равен уу> + | + yi
= у§·

Итак, с_1 = || и res f(z) = —Ц.
21=00

Тогда

Λ ( 13\ 13тгг

Пример. Вычислить интеграл

2π

/= /■_*£_ α>1
J а + sin у?
о

Решение. Пусть 2 = е^, φ е [0; 2π], тогда

еч>-е-ч> \ ( у
sin v?

= = — ζ

2г 2г \ ζ

dz>
dz = ΐειψάφ = iz άφ, οί<£> = —.

%ζ

Интеграл I сводится к интегралу но замкнутому контуру
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С - N = 1}:

I =
dz

iz(a+ γί(ζ~\

2dz

ζ2 + 2iaz — 1

\z\=l \z |=i

Найдем все особые точки подьштегральной функции f(z),
решив уравнение

ζ2 + 2iaz —1=0.

Так как D = —4а2 + 4 = 4(1 — а2), то

— 2га ± 2гу/а2 — 1
^1,2 = = —г(а =F л/а2 — 1).

Внутри круга {ζ: \ζ\ < 1} лежит только одна особая точка

ζ\ = г(\/а2 — 1 — а).

Точка 2Д
— полюс первого порядка для f(z). Поэтому

1
res f(z) = =-=——

—

z=z! (ζ2 + 2iaz — 1)

I = 2πί res / =

Ζ=Ζ\

2π

2ζ + 2аг
Ζ=Ζ\ гл/а2 — 1

’

§ 5. Вычисление значений регулярных ветвей

многозначных функций. Ряды Лорана для

регулярных ветвей

Справочные сведения

Бели многозначная функция допускает выделение

регулярнойветви в области О, то таких ветвей, как правило, больше

одной. Для выделения из всего множества регулярных ветвей

одной определенной ветви нужно еще какое-либо

дополнительноеусловие. Обычно таким условием является задание

значенияветви в некоторой точке области G.
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1. Значения на одной регулярной ветви.

Допустим, что в области G задана регуляршая функция /(Д,
такая, что f(z) ψ 0 при любом z е G. Пусть существуют в

областиG регуляритне ветви h(z) G Ln f(z) и g(z) G {\/f(z)}
(условия существования таких ветвей содержатся в справочных

сведениях предыдущего иартатрафа). Тогда для любых точек

a, b G G справедливы выражения

h(b) = h(a) + ln

g(b) = g(a) · I

№
f(a)

f(a)

+ i^lab arg/(^),

e(i/n)Alab axg f(z)

(1)

(2)

где уab
—

ирюизвольная, лежащая в области G кусочно гладкая

оршентирюванная кршвая с началом в точке а и концом в точке Ь,

2. Производная регулярной ветви.

Прюизводные рютуляржых ветвей h(z) g Ln f(z) и g(z) g

G {\Jf{z)} в области G вычисляются по форшулам

h'(z) =
т
/w*

/'(*)
ni9{z)),η—1

’ (3)

3. Ряды Тейлора и Лорана регулярных ветвей.

В соответствии с общими свойствами ржтуляршых функций

рюгуляршые ветви мнотзиачных функций могут быть

представленыв виде ршдов Тейлор>а и Лор>аиа.

Примеры с решениями

Пример. Пусть hk(z) — рютуляршая ветвь многозначной

функции Ln(l + z) в области G = {ζ: \ζ\ < 1}, такая, что hk(0) =
= 2тк. Разложить функцию hk(z) в ршд Тейлор>а но степеням ζ

в области G.
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Решение. По формуле (3) получаем, что КС) =

ΪΤΙ
Отсюда легко вычислить и остальные производные:

КС)~(1 + z)2’
···’ КС)-

(1 + z)n
■

Вычисляя коэффициенты Сп ряда Тейлора по формуле сп -

hin\°)-Ь-Н-, получаем искомый ряд:

hk(z) — hk(Q) + —

, И < 1. (4)
п= 1

^

Пример. Пусть а е С, а ф 0, и <fk(z) — речуляршая ветвь

многозначной функции {(1 + z)a] в области G = {ζ: \ζ\ < 1},
такая, что

уЩО) = е2?г .

Разложить каждую функцию <fk(z) в ряд Тейлор>а по стеиеням ^

в области G,

Решение. По определению многозначной функции

{(1 + zf} = β“Μΐ+0

существует регуляршая ветвь hk(z) G Ln(l + ζ) в области G,

такая, что

<fk(z) = еа k^z\ hk(0) = 2πik.

Диффер.)ен.цир.)уя сложную функцию, получаем

//\ / \ а (п)/\ ( \ сь(ос. 1). .. (о. тг + 1)
Ψύζ) = · · ·

, П Λζ) = Ш*)
+ ζγ

■

Вычисляя коэффициенты Сп р>яда Тейлор>а, получаем
+оо

<Pk(z) = <Pk{0) · Σ CazTl, N < 1» (5)
тг=0

........ /~ιη _ α(α-1)...(α-π+1)
1де οα —

,

Пример. Разложить в р>яд Тейлора по степеням г

регулярнуюветвь g(z) многозначной функции {уД — ζ2} в области

G = {ζ: \ζ\ < 1} с начальным значением д(0) = е2?и/3.
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Решение. По формуле (5) при а = \ и делая замену ζ =

= —z2, сразу получаем ответ1:

+оо

9(2) = е“/3^^з(-1)”Л И < 1· А

п=0

Пример. Пусть h(z) — регулярная ветвь многозначной

функции Ln i=§ В области G = С\ [-1,1], такая, что предельное

значение

h(0 + г0) = lim h(iy) = 0.
у—>о
у>о

Найти значения h(0—i0), h(i), h(oo). Разложить функцию h(z)
в ряд Лорана но степеням z в окрестности бесконечности и

указатькольцо сходимости этою х>яда.

Решение. Прежде всею отметим, что такая регуля|>

ная ветвь h(z') существует и единственна в данной области G.,
так как выполнены все условия существования ветвей (см.
справочныесведения из §§ 16 и 17). В том числе для любой

замкнутойopueiггироваιшой простой кусочно гладкой кривой у С G

справедливо равенство

1 — z

Δ7 arg = Δ7 arg(^ — 1) — Δ7 + 1) = 0.
1 -\- z

По формуле (1) вычислим значения h(0 — i0), h(i), h(oo).
Выберем .кривую 71 = {z: |;s + 1| = 1} с началом в точке 0 + г0

(на верхнем кх>аю границы [—1,1]) и концом в точке 0 — г0 (на
нижнем к|)аю г|>аницы [—1,1]), Тогда

h(0-i0) = h(0 + i0) + 1п +

+ί(Δ7ι arg(^ — 1) — Δ7ι aig(z + 1)) = i(0 — 2π) = — 2πί.

Выбирая отрезок мнимой оси 72
= [0, г] с началом в точке 0 + г0
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и концом в точке г, получаем

1 — г

h(i) = h(0 + гО) + In
1 + г

+

+г(А72 arg(z - 1) - Δ72 aig(z + 1)) = г

7г π ,7Г

~г2'

Для .вычисления h(оо) выберем произвольноедействительноечисло х > 1 и .вычислим вначале значение h(х). Для этот

возьмем соответствующую кривую 73 с началом в точке 0 + гО

и концом в точке х. По формуле (1) получаем

h(x) = h(0 + гО) + In
1 — х

+
1 + х

+г(Д7з arg(z - 1) - Δ73 axg(z + 1)) = In
1 — x

1 + x
+ i(-n + 0),

откуда lim h(x) — h(-\-00) = —in. Так как оо является
х—>+оо

изолированной особой точкой регулярной функции h(z), то из

Х>авеиства заключаем, что оо есть устранимая особая точка

и h(00) = —in.

Для разложения функции h(z) в ряд Лох>аиа в окрестности

бесконечности представим в G мношзначную функцию в виде

Lni^ = Ln(_l) + L„(l-i)-Ln(l + i) =

= Ln(-l) + 1η(ζ) - h2(z). (6)

В последнем выражении многозначность содержится в

перовомслагаемом, а функции h\(z) и (ζ) однозначны, причем

h\{z) — регуляршая ветвь функции Ln (1 — Ь) в данной
областиG и такая, что h\ (оо) = 0, a h,2(z) — регуляршая ветвь

функции Ln (1 + в области G, такая, что /12(00) = 0. Делая

замену ζ = легко убедиться, что такие регуляршые ветви в

областиG существуют, а в силу пр>имер>а 1 получаем выражения



для их рядов Лорана (см. (4)):
+°° / ι \n—1

м.>=еСНЛ) . м.л
гг=1

Я~°° ( -ι \п— 1 1

П \ 2:

Ы > 1.

гг=1

Из определения функции h(z) как ветви многозначной

функции Ln и из выражения (6) получаем

h(z) — h\{zk) + ^2(2) € Ln(—1),
т. e. h(z) — h\(z) + h,2(z) = ί(π + 2nk(z)),

где k(z) принимает целочисленные значения. Так как в ра-

венстве слева стоят непреурывные функции, то k(z) = ко = const.

Переходя к пределу при 2 —» оо, получаем h(oo) = г(тг + 2πΑ:ο),
т. е. h(z) = hi(z) — hi2 (ζ) + h(oo) прш |^| > 1, Отсюда получаем

ряд Лорена (в силу его единственности) функции h вида

Λw = + g К-1)” - я. д = _ g 2
^w ^ п zn 2к + 1

п=1 к=О

в кольце сходимости |2| > 1.

§ 6. Интегралы от регулярных ветвей

Справочные сведения

Интетралы от регулярших ветвей многозначных функций
находятся с помощью вычисления значений регуляршых ветвей

многозначных функций, разложений этих ветвей в ряды Лорана
и с использованием теории вычетов.

Примеры с решениями

Пример. Пусть ретуляршая ветвь g(z) многозначнойфункции{Vζ2 — 4} определена в области G, представляющей собой

комплексную плоскость с разрезом по полуокружности {ζ: |^| =
= 2, Im z G 0} (рже. 6.1), пржчем главная часть ршда Лорена
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функции g(z) в окх>естиости ζ = оо равна ζ. Вычислить иитег-

Х>ал

\ζ\=1

Решение. Пхюжде всего следует .нхювехшть, что в заданной
области G действительно существуют хюгуляхшые ветви

функции\λ/ζ2 — 4}. (Сделайте это самостоятельно.)
Для .вычисления интеграла J но теохши .вычетов надо найти

особые точки подынтегральной функции, т. е. точки, в κοτοχ>Βΐχ

справедливо х>авеиство g(z) = 3ζ. Чтобы их найти, замечаем,
что из последнею х>авеиства следует: g2(z) = (З2:)2. Так как

но отфеделеишо кохшя g2(z) = ζ2 — 4, то получаем х>авеиство

ζ2 — 4 = 9ζ2, т. е. z\ 2
—

—

точки, в котох>ых возможно

Х>авеиство g(z) = 3ζ.

Уточним значения д Для этого удобно .вначале

вычислить значение функции д в конечной точке, ианхжмер

в точке ζ = 0. Допустим, что мы знаем значение ДО). Тогда

для любого действительного числа х > 2 вычислим значение

д(х) но фох>муле (2) из § 18:

Д/2 (δ7 arg(.z-2)+A7 axg(.z+2)) _

=*°>f βί/2(π+ο)=- К1 -

έ+°Щ)·
Последнее х>авеиство записано с иомощыо фох>мулы Те.йлох>а

д(х) = д(0)
х2 — 4



для функции действительного .переменного. По теореме о

единственности регуляхшой функции отсюда следует, что

9{ζ) = \9(ϋ){ζ--ζ+ο{^γι, zea.

Так как по условию задачи главная часть ряда Ло|>аиафункцииg(z) в оо равна ζ, отсюда получаем, что д(0) = —2г. Теперь

легко вычислить значения д [ ^ j и д \ по той же φοχ>

муле (2) из § 18:

75,
= ~2i‘

-(1/2)-4 е(г/2)(—arcctg 2V^+arcctg 2\/2)
Зг

774

Аналогично получаем, что

( г \ 3г

4“7l]-“75’
т. е. х>авеиство g(z) = 3ζ сгфаведливо в точке ζ = — Так

как g'{z) = то д' -^j = | ф 3, Таким обх>азо.м, точка

ζ = — есть полюс первого пох>ядка ιюды ι газфалыюй фу

нкцииf(z) = g(z^_3z· В итоге вычисляем интегурал по теюреме о

вычетах

J = 2πί res / = 2πΐ-
^

-Цл2 д1 №л] _ 3 4

§7. Вычисление несобственных интегралов

Справочные сведения

1. Метод вычисления несобственных интегралов с помощью

теох>емы Коши о вычетах (см, § 14) состоит в следующем. Пусть
требуется вычислить интеграл от действительной функции f(x)
по какому-либо (конечному или бесконечному) иАттервалу (а, Ь)
оси Ж, Тогда (а, Ь) дополняется какой-нибудь кривой Г, котох>ая
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вместе с интервалом (а, 6) ограничивает некоторою область D

в С. Если функция f(x) ризгулярно прюдолжается в D (и
непрерывнов D). за исключением конечного числа изолированных

особых точек ад е D, к = 1, 2, ...

, п, то по теореме Коши о

вычетах получаем

ь

Тогда исходный интеграл I = J f(x)dx удается вычислить, если

удается вычислить иитетрал / f(z) dz или выр>азить его чер>ез I.
г

2. Заметим, что в теореме Коши 8D (граница области D)
должна иметь конечную длину. Если (а, Ъ) = М, то часто удобно

выбирать отрезок [—R, R] действительной оси, а в качестве

дополняющейкривой Г — полуокружность Г = Гд радиуса R > О,

расположенную в верхней полуплоскости (рже. 7.1), т, е.

При этом может быть использована следующая теор>ема.

а

Γβ = {ζ: \ζ\ = R, Im z ^ 0}.

У

0-R R x

Рис. 7.1

Теорема. Пусть функция f регулярна в верхней
полуплоскости{z: Im ζ > 0}, за исключением конечного числа

изолированных особых точек αι, ...

, ап и непрерывна вплоть
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до действительной оси. Тогда вал,и

lim f f(z)dz = О, (1)
R—t+oo J

кр. J f(x)dx = 2πί (έ js/w) ■ (2)
—OO

Замечание. Существование несобственного интеграла (2)
здесь можно гарантировать лишь в смысле главного значения

но Коши.

3. ’Укажем случаи, в которых выполнено условие (1)
теоремы1.

Случай 1.

Лемма. Пусть функция f(z) непрерывна па замкнутом

множестве {ζ: Im z ^ 0,\z\ ^ Ro > 0} и пусть

lim RM(R) = 0, где M(R) = max \f(z)\.
R—у -(-оо

Тогда lim J f(z) dz = 0, где Гд = {z: \z\ = R, Im z^ 0}.
.R—t+oop^

Замечание. Лемма 1 применима, например, в случае,

когда f(z) — рациональная функция, те. f(z) =
, где

Ρη{ζ) и Qm(z) — многочлены степеней п и т соответственно.

+оо

Бели т > п + 2, то интеграл J f(x)dx сходится как иесобст-
—оо

венный и знак v.p. в форжуле (2) можно опустить. При этом

предполагается, что Qm(z) ψ 0 на действительной оси. Для
указанного случая форжула (2) примет вид

+оо

/ f(x)dx = 2ni V res f(z). (3)
J T

Z=Zk

-oo lmzfe>0

В форжуле (3) содержатся вычеты но всем полюсам функции
R(z), расположенным в верхней полуплоскости.
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Случай 2.

Лемма. (ЗКордана) Пусть функция g(z) непрерывна па

замкнутом, множестве {z: Im 2: > 0, |^| > Ир > 0} и пусть

lim M(R) = 0. где
R—>+оо

M(R) = max |р(^)|, Tr = {z: |^| = R, Imz ^ 0}.
zerR

Тогда если a > 0. mo

lim [ g(z)eiazdz = 0.
Й—>+oo J yV

Гл

С помощью леммы Жох>даиа можно .вычислять интегралы

вида

+оо +оо

I\ = J cosax-g{x)dx 11/2= J smax-g(x)dx,
— ОО —оо

где g(x) — р>ациоиальиая функция, т. е. g(x) = q^(x) ’ гЯе Рп{х)
и Qm(x) — многочлены степеней η и т соответственно, причем

т ^ η + 1. В этом случае интегралы сходится как

несобственные,а формулу (2) можно записать в виде

+оо

h + П2 = i g{x)eZOiXdx = 2πί res (д(г)ега*^ . (4)
_оо Im2ifc>0

В р>авеиегве (4) содержатся .вычеты но всем полюсам

функциид(г)егах, расположенным в .вер>хие.й полуплоскости.

Примеры с решениями

Пример. Вычислить интеграл

+оо

1 = f T^-4dx-J 1 ч х
— оо

2

Решение. Функция f(z) = удр.влег.вор>яег условиям

леммы 1 и имеет’ в области D (ршс. 7.1), ограниченной кривой Гr
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(R > 1) и отрезком [-R, R], только две особые точки

ίπ/4 „ ί3π/4
ζι
= е '

и Z2
= е '

которые являются полюсами первого порядка

Так как res
ώ

Z=Zk

муле (3) находим

2 л

Так как res f(z) = = -А-, к = 1, 2, то по фор-
z=zk z=zk

к

I = 2πί j res f(z) + res f(z)j
= —— (e гп/4 + e ί3π/44|

'β-*π/4 β-ί3π/44\ _

к“/С_ы, _,w„\ е”/4 + е-”/4 π π
= π = π cos — =

) 2 4 /

Пример. Вычислить интеграл

+οο

j.
f dx

(.X2 + 4)3'

Решение, Как и в пример 1, в области D, ограниченной

полуокружностью Гд и отрезком [—R, i2], применима лемма 1

(замечание 2) к функции f(z) = ^2^3, имеющей в верхней

полуллоскости {z: lm ζ > 0} единственную особую точку ζ\ =

= 2г — полюс третьего порядка. По формуле (3) находим I =

= 2т res f(z),
ζ=2ί

Так как f(z) = где h(z) = (ζ + 2г)-3, то

\.f\z) = 7>h О) =

ή (ζ + λ%>res , ,
—

ζ=2ί 2 2

3 3π

Π2·44ζ
=

256'

Пример. Вычислить интеграл Лапласа

-poo

,. , f cosax
, m

1(a) = / τζάχ, a G Iw J 1 + x2

z=2i 2-Щ’

Решение, Если a = 0, то /(0) = π. Кроме того, 1(a) —

четная функция. Поэтому достаточно вычислить 1(a) при а >
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> 0. Пусть
+оо

I gioc
х

J(a) = / κάχ, где а > 0.v ' Jl + x2
-оо

Тогда 1(a) = Re J(a). К функции

eiaz
f(z) = 7“ о’ ГДе Λ

1 + ζζ

применима лемма Жордана и поэтому

J f(z)dz —► 0 при R —> +оо,

Г R

где Гд = {z: \z\ = R, Im^ ^ 0}.
Функция f(z) имеет в верхней полуплоскости единственную

особую точку zo = г
— полюс первого порядка, вычет в которой

равен
аgiaz

res f(z) = —-
ζ=ζ ΔΖ

e

~2i~’

и поэтому по формуле (4) находим

J(a) = 2пг ■ res f(z) = 7ге-а при а > 0,
z=i

1(a) = Re J(a) = 7ге-а при а > 0,

1(a) = 7ге-1а1, a Е М.

Пример. Вычислить интеграл

+оо

[ (х — 1) sin(8ic — 7)
I / =— ах.

J х2 — 2х + 5
—оо

Решение. Вычислим интеграл

J= +/°(ХГ 1У<8—da;J х2 — 2х + 5
—оо
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и воспользуемся тем, что I = lm J. К функции

(г - 1)<
-7г

f(z) = g(z)ezbz, где g(z) = j2 — 2ζ + 5’

иршмеиима лемма Жордана и поэтому / f(z) dz —► 0 при R —►

Гд
—>■ -|-оо, где Гд = {2;: \z\ = i?, Im 2 > 0}. Функция f(z) имеет'

в верхней полуплоскости единственную особую точку zq = 1 +

+ 2i — полюс первого портядка, а

,, ч (z-iy(8*-7)
res f(z) =

z=l+2i
w

(z2 - 2z + 5);

По формуле (4) находим

1 ^-16
= ie41+160 =f (cos l+i sin 1).

г=1+2г

J = 2πί res f(z) = ne 16i(cos 1 + i sin 1),
z=1+2г

откуда

7 = Im J = 7re
16

cos 1.

Пример. Вычислить интеграл Дирихле

+оо

/ [ *"rrJr.
0

Решение. Пусть ГР)д
—

контур), изображенный

на (ршс. 7.2). Рассмотрим интеграл 1рд — j dz.
г

Рис. 7.2
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Этот интеграл х>авеи пулю, так как функция e%z jz рюгуляхша

внутри коитух>а ГРуц. С дх>у.ш.й стохюиы, ои х>авеи сумме иитег-

Х>ало.в, взятых по гтолуокх>ужиостя.м Гр, Г# и отрезкам [—R, —р],
[р, R}. Имеем

eiz 1
— = - + Hz),
ζ ζ

где h(z) — функция, хтегуляхшая в '.точке ζ — 0. Если z е Гр, то

z = рег(р, 0 ^ φ ^ π, dz — ipelip άφ

и

о

J — dz = i J άφ = —in.

Γρ 7Γ

Функция h(z) ограничена в окх>естности точки ζ — О н,

следовательно,ε\(р) — J h(z)dz -л- 0, при р -л- +0. Отсюда гюлу-
г „

чаем

[ eiz
/ — dz — —in + (ρ).

По лемме Жох>даиа С2 (R) = J dz стремится к нулю при
Гя

R —> +оо. Далее, сумма интегралов по отрезкам [-R, —р], [p., R]
Х>авиа

—р R R R

f егх [егх1 гегх-е-гх1 nfsmx1
/ —dx + / —dx = / dx = 2i I dx.
J X J X J X J X

-R P P p

Следовательно,

R

/Sin
jC

-^—dx-in + ei(p) + e2(R), (5)
p

где £i(p) —> 0 (p —> +0), S2{R) —► 0 (R -л +oo). Так как интег1-



рал I сходится, то существует

R

р t TO J х

R—ч-роо р

lim [ dx = I.

Переходя в соотношении (5) к пределу при р —> +0, R -л +оо,

получаем 2il — in =0, откуда I = π/2,

Пример. Вычислить интеграл

Решение. В комплексной плоскости с разрезом по лучу

[0,+оо) функция f(z) = у/Де^/3, 0 < φ < 2π, является

регулярнойветвыо многозначной функции {ν^} (§ 18-19).

Рассмотрим область D — круг {z: \z\ < R}, R> 8, с

разрезомпо радиусу [0, R}. Граница этой области Г = 7+ U Сд U 7_,

где 7+
— верхний берег разреза, Cr — окружность {ζ: \ζ\ =

= R}, 7_
— нижний берег разреза, ориентация кривой Г

показанана (рис, 7,3).

(6)
о

R

Рис. 7.3

Функция g(z) = регулярна в области D, за исключе¬

нием точки ζ = —8 — полюса вторюго порядка, и непрерывна
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около Г вплоть до Г, По теореме о вычетах получаем

/ g(z)dz = 2ni res g(z), те.

J z=-8

г /С)
dz + f /(f) dz + ί dz =

J (z + 8)2 J (z + 8)2 J (z + 8)2
Cr 7+ 7-

= 2πϊ res
^ j 9

. (7)
^=-8 (2 + 8)2

w

Покажем, как с помощью этого равенства можно вычислить

интеграл (6). Рассмотрим поочередно члены равенства (7).

1. Оценим интеграл

г _ [ f(z) J
R J (z + 8)2

П].ш \z\ — R получаем

\f(z)\ = VR, Iz + 8| > ||^| - 8| = R - 8 > 0,

откуда |Д8| , Поэтому

\iR
|fe| <

(д_8)2
' —» 0 при R —. +00.

2. Если я е 7+, то

/(г) = /(ж + г0) = νόζ;, ж > 0.

Поэтому

7l= / /W Ij^dx.1

(z + 8)2 J (ж + 8)2
7+ 0

Отметим, что при
► +оо этот интеграл стремится к

искомомуинтегралу (6).
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3. Если z G 7_, то

/(^) = f{x — ^0) = v^e2?r^3, ж ^ 0.

Поэтому интеграл

/2 =
/w

й

7-
(я + 8)'

cfe = —е2?гг/3 \/ж

(я + 8):
-dx = -β2πί/3 .

4. Правая часть равенства (7) не зависит от 7? при R > 8

и равна

2пг ■ res
/м

г=-8 (2: + 8)2
= 2mf'(z) = 27гг../(*)

З2

3(—8)
тгг/3 _ πί/3

_

6

В результате из равенства (7) при R -л +оо получаем

1 _ e2™/3j j = _^етп/3?
откуда

7 = —

тетгг/3 π 7Г π

6(ΐ_β2πί/3) 12 eW3_e-7rV3 12sin| 6^з'

Пример. Вычислить интеграл

2

'(2-ж)3
7 =

(ж - iy
dx.

Решение. Для вычисления этого интеграла с помощью

вычетоврегулярно продолжим подьштегральную функцию с

интервала(1,2] в некоторую область в С, граница которой

содержитотрезок [1,2], Так как подьштегральная функция при

продолжениив С становится многозначной функцией
то необходимо позаботиться о возможности выделения

регулярныхветвей этой функции в полученной области. Следуя
результатам§ 18-19, получаем, что в области С \ [1,2] у функции



Рис. 7.4

s/(2-*)3 существуют регулярные ветви. Выберем такую ее

регулярную ветвь f(z), у которой /(ж + гО) > 0 при ж е (1, 2).
Если для разреза [1,2] ввести, как и в предыдущей задаче, два

берега: верхний 7+ и нижний у-, то эта ветвь f(z) непрерывно

продолжима на границу 7+ U всюду, кроме точки 1. Чтобы

выполнялись условия теоремы Коши о вычетах, нужно

исключитьточку 1 из границы и рассмотреть область

В этой области функция f(z) всюду регулярна (кроме оо) и

непрерывно продолжима вплоть до ее траницы Гг = CVUy+Uy”,
где окружность Сг = {ζ: \ζ — 1| = г} ориеитихювана по ходу

часовой стрелки, 7+ — верхний берег разреза отрезка [1 + г, 2]
с ориентацией от точки 1 + г до точки 2, 7“ — нижний берег

разреза отрезка [1 + г, 2] с ориентацией от точки 2 до точки 1 +

-Г г. Таким образом выбранная ориентация границы Гг является

положительной для области D(r).
Так как в области D(r) функция f(z) имеет единственную

особую точку ζ = оо, то по теореме Коши о вычетах получаем

D(r) = С \ ([1,2] U {ζ: \ζ — 1| < г}), где т G (0,1).

f(z)dz-\- f(z)dz+ / f(z) dz = 2πί res f(z). (8)
/ 21=00

Ίτ

Покажем, что второе слагаемое левой части (8) стремится к
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нулю при г —у +0, Имеем

f(z)dz

<

^ J\f(z)\\dz\ <

\dz\ =

Cr

Ст

1 + А г'ъ
_

/1 + r\3/5
I 27гг -л 0 при г -л- +0.

Если ж £ 7+, то /(ж) = {/ (f^f) ,

2

J f(z)dz = J f(x)dx —► I гцш г -л +0.

7+ 1+г

(9)

Если ж £ 7Г , то

/(*) = С/1 —i'e-^

так как

A7arg

ж — 1

ζ2_
А 3

я
- 1

-6π,

где 7 = {2: |2 — 2| = ε, 0 < ε < 1} — о.кх>ужиост.ь,

ориентированнаяпо ходу часовой стрелки. Поэтому

__e-6ni/5j щт г +0_f(z)dz (10)

7г

Найдем res /(2) = —c_i, где c_i
— коэффициент щш 7 ряда

21=00

Лорана функции f(z) в окрестности точки 2 = оо. Если ж £ Ж

и ж > 2, то

f(x)
(2-ж)3
(ж-1):

-ί3π/5 g—3πί/5 / ^ ^ ^

Ж

2 \ 3/5 / р\ —л/5
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Так как сумма аналитического продолжения полученного

Х>яда S(z) и функция f(z) хюгуляхшы в кольце {ζ: \ζ\ > 2},
причем f(x) = S(x) для всех х е Ж, х > 2, то по терреме

единственности душ х>егулях>ных функций
—3πί/5 о

г,

/W = sW = e_ari/B-^--5 + Eis
к—2

для всех геС, |^| > 2.

Следовательно,

res f(z) = —с_ 1
= ^е_37Г*/5. (11)

z=oo 5

Пех>еходя к пх>еделу в х>авенстве (8) с учетом

соотношений(9)—(11), получаем

или

откуда находим

5 sin ^

Пример. Вычислить интеграл

+оо

1= [ - ‘П,Ж 2dx. (12)
J (х + 1)(х + 2)2
О

Решение. В комплексной плоскости с х>азх>езом по лучу

[О, Тоо) функция h(z) — In \z\ + ίφ, 0 < φ < 2π является x>ery-

ляхшой ветвыо многозначной функции Ln ζ (§ 17).
Обозначим

*(*> = (*-л)|, + 2Р’
/W = «(^2W

и х>асс.мотх>им область О, граница Г κοτοχ>οΓι показана

на (х>ис. 7.5), где 0 < р < 1, R > 2. В этой области

функцияf(z) х.)егулях>иа, за исключением точек ζ = — 1, ζ = — 2,
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и непрерывна около Г вплоть до Г, По основной теореме о

вычетахполучаем

f(z)dz + J f(z) dz + J f(z) dz +

Cr 7+

+ J f(z) dz = 2πί res f{z)+ res f(z)
z=—l z=—2

(13)
7-

Рассмотрим поочередно члены этого равенства. Так как

Щя)| < | In\ζ\ \ + 2π, то

[ f(z) dz —

J

СР

f f(z)dz
J
Cr

h2(z) dz
(ζ + l)(z + 2)2

(I ln p\ + 2π)227τρ
si 4. n 7

-► 0 при p -► +0,
(1 - p)(2 - pY

h2(z) dz

Cr
(z+ l)(z + 2)2

(Ini? + 2έ)22έΚ
<
(Д- 1)(Д- 2)2

Если 7 e 7-p, то h(z) = 1пж, а если £ e 7-, to h(z) = ln ж +

+ 2m, Так как сумма интегралов по 7+ и 7_ в левой части (13)
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равна

R R

J(n^№{x)dx- J((nx + 2^R{x)dx =

Р Р

R R

= -4™/ln*.K(*)d* + 4^/K(*)d*,
Р Р

то переходя в левой части равенства (13) к пределу при р -л +0,
R —> -роо, получаем —4nil + 4π2/ι, где

+оо

h =

dx

(х + 1)(ж + 2)2

Найдем значение правой части (13), которая не зависит от р

и R. Так как ζ = — 1 — полюс первого порядка, a ζ = —2 —

полюс .второго порядка функции f(z), то

h2(z)
«*/(*) =

{ζ + 2)2
= (mf = —π ,

ζ=-1

f{ \ [
h (Ζ)\

res f(z) = —1Z=-2JK '
\z + l

2h(z) h2(z)

z=-2
z(z + 1) Cz+l)2J z=-2

= In 2 + in — (ln 2 + iw)2 = π2 + ln 2 — In2 2 + m( 1 — 2 ln 2).

Из х>авеиства (13) следует, что

-4πίΙ + 4π2/ι = 2тгг (ln 2 - In2 2 + гтг (1 - 2 ln 2)) ,

откуда находим, приравняв действительные и мнимые части и

учитывая, что I\ е Ж,

I = \(In2 2-In 2). А
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§ 8. Конформные отображения элементарными

функциями

Справочные сведения

1. Степенная функция.

Пусть i G 1. Рассмотрим на области G = С \ [0, +оо)функцию
w = \zfevb!azz, где argz е (0,2π). (1)

Эта функция регулярна на G. Причем при ί / 0

функция(1) однолистна на области D с G, если D не содержит двух

различных точек ζ\, Ζ2. таких, что Ζ2 = ζ\
· е2пгк1*, к е Ζ.

В частности, нри t > 0 функция (1) осуществляетконформноеотображение угловой области Gqj<Pq - {^: |^| >0, 0 <

< argζ < £/?о}, где4 φο G 2π, \t\cpo G 2π, на угловую область

Go,tfpO (рис. 8.1),

у\ '

/
/ \t(fo /

\ /\\ίφι\
0 х 0 и

Рис. 8.1

Нагфимер, функция w = ζ2 конформно отображает

1) верхнюю полуплоскость {z: Im ζ > 0} на плоскость с

разрезомС \ [0, +оо) (]>ис. 8.2);

2) полукруг {ζ: \ζ\ < 1, Imz > 0} на круг с разрезом

{гг: |и>| < 1} \ [0,1) (рис. 8.3);

3) полуплоскость {z: Imz > а > 0} на внешность параболы

{w = и + iv: V2 > 4а2(и + а2)} (рже, 8,4).

2, Экспоненциальная функция.
Функция w = ez осуществляет конформное отображение

в области D с С тогда и только тогда, когда D не содержит
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y\
w = z2

v

0 X U и

Рис. 8.2

двух х>азл1Г111ых точек z\, Z2, таких, что Z2
= z\ + 2nki, где к G

G Z.

Нагфимех), функция w = ez κοιιφοχ)Μΐιο отобх>ажает

1) полосу {ζ: 0 < Imζ < π} на вехгапою полуплоскость

{w: Im w > 0} (х>ис. 8.5);
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2) полуполосу {z: Rez < 0, 0 < Im2: < π} на полукруг

{w: I го I < 1, 1тго > 0} (ршс. 8.6);
3) полуполосу {z: Rez > 0, 0 < Imz < π} на область

{го: |го| > 1, 1шго > 0} (рис. 8,7).

у\
У\

-1

VK

w = ez

0 X
* о]

Рис. 8.5

3. Логарифмическая функция. Многозначная функция
vj = hnz распадается на регулярные ветви во всякой

односвязнойобласти G С С, не содержащей точек 0 и оо. Каждая

регулярная ветвь f(z) Е Lnz в такой области G является

однолистнойфункцией (так как обратная к ней функция ez является

Однозначной), поэтому эта ветвь f(z) осуществляет конформное
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отображение области G на область f{G), которое является об-

ратным к отображению области f(G) на область G функцией
w = ez. Например, регулярная ветвь f(z) функции Ln ζ кон-

у\
У\

1

w = /W ш·

*1 0 х 0 X

Рис. 8,8

формно отображает

1) .плоскость С с разрезом по луну [0, +оо) на полосу 0 <

< Imw < 2π (если /(—1) = πΐ) (ршс. 8.8);

2) область {z: 1т ζ > 0, \ζ\ > 1} на полуиолосу {гг: 0 <

< 1шгс < π, Яегс > 0} (если /(2 + г0) = In 2) (ршс. 8.9).

4. Функция Жуковского w = \ (ζ + I) осуществляет

конформноеотображение области D С С тогда и только тогда,

когда точки ± 1 не принадлежат области D и для любой точки

z G D точка \ D,

Например, функция Жуковского конформно отображает

1) верхнюю полуплоскость {z: Im ζ > 0} на плоскость С

с разрезами по лучам (—оо, — 1] и [1,+оо), те. на

С \ ((—оо, —1] U [1, +оо)) (рже. 8.10);

2) нижнюю полуплоскость {z: Im ζ < 0} на

С \ ((-оо,-1] U [1,+оо));



3) единичный круг {ζ: \ζ\ < 1} на плоскость С с разрезом по

отрезку [—1,1], т. е. на С \ [—1,1] (рис. 8,11);

4) внешность единичного круга (т.е. {ζ: \ζ\ > 1}) на С\ [—
-1,1] (рис. 8.12);

5) область {z: Im £ > О, |^| > 1} на верхнюю иолу.плоскость

{w: Im w > 0} (рис. 8,13);

6) полукруг {ζ: \ζ\ <1, Imz < 0} на верхнюю иолуплоскость

{w. 1тгс > 0} (рис. 8.14);
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7} область {ζ: \ζ\ > ρ > 1} (и круг {ζ: \ζ\ < 1jр}) на

внешностьэллипса

U2 у2
11

w = u + iv: — + — > 1 > ,

ai bi

где ар
= \ (р + М, Ьр = \

Р Р

1
(рис, 8.15);

Рис. 8.15

8} угловую область {z: а < argζ < π — а}, где а, Е (О, §), на

2 2
внешность гиперболы — = 1 (рис. 8.16);1 COSz OL Sin Об

νχ β '
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Рис. 8.16

Рис, 8.17

9) угловую область {ζ: 0 < arg-г < се}, где а е (0, §), на

внутренность правой ветви гиперболы ^2

разрезом по лучу [1,+оо) (рис. 8.17);
cos

ζ
он sin а

= 1 с

10) угловую область {ζ: 0 < arg-г < π — a, \ζ\> 1}, (рис. 8.18)
где а е (0, |), на область

w = и + iv:
и

cos2 a sin2 а
>1, и>0, г>0>.

5. Функция, обратная к функции Жуковского.
Многозначная функция w = ζ + Vζ2 — 1, являющаяся об-

ратной к функции Жуковского, в любой односвязной области

G С С, не содержащей хотя бы одной кривой, соединяющей
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точки ζ = ±1, распадается на две х)егуляриые ветви. Всякая

1)егуля|шая в области G ветвь функции w = ζ + Vζ2 — 1

являетсяоднолистной (так как обратная к ней функция Жуковского
является однозначной),

Нагфимер, х>егуляхты.е ветви f\(z) и /2(2) обх>атной функции
к функции Жуковскош коифоршио отображают

1) плоскость с х>азрезом по отрезку [—1,1] на внешность

единичногокруга (если брать fi(z) такую, что /ι(οο) = оо)
или на внутренность едшшчиош круга (если брать /2(2)
такую, что /2(00) = 0) (|>ис. 8.19);

2) плоскость с разрезами по лучам (—00, — 1] и [1,+оо) на

верхнюю полуплоскость (если б|>ать fi (ζ) такую, что

/ι(0) = г) или на иижшою полуплоскость (если брать /2(2)
такую, что /2(0) = —Ϊ) (рис. 8,20);

3) верхнюю полуплоскость {z: Imz > 0} на область

(w: Im w > 0, |υα>| > 1} (если бх>ать f\ (ζ) такую, что /ι(0 +
+ i0) = г) или на область {ю: |ге| < 1, Imw < 0} (если
брать f2{z) такую, что /2(0 + гО) = —г) (рис. 8.21),

6. Тригонометрические и гиперболические функции.

Осиовные тршшнометрические и гиперболические функции
можно разложить в суиергюзицию уже х)анее х^ассмот’ххгиных

элемеитахжых функций.
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it л

Например, функция w(z) = chz = — является суперпо¬

зицией двух функций:

<0) = ег, ш(С) = 1К + 1

Функция

. . sin ζ 1 e%z — е
гг

. .. е

w(z) = tgζ = =
т

· — — = (—^)k / ®
~ - №Z I C

—IZ v >

2ίζ

cos ζ % elz + e
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-1

Рис. 8.21

является суперпозицией трех функций:

ζ(ζ) = 2ίζ, η(ζ) = εζ, ιν(η) =

Примеры с решениями

Пример. Найти конформное отображение области D,

являющейсяверхней полуплоскостью {z: Im г > 0} с разрезом по

отрезку [0, ih\. где h > 0 (рис. 8.22), на верхнюю полуплоскость

{w: Im w > 0}.

У*

ih[
D

-ЬР

d2

0

Рис. 8.22

Решение.

Функция ξ = h (ζ)

Рис. 8.23 Рис. 8.24

ζ2 однолистна на области D и

конформноотображает область D на область D\. являющуюся

плоскостью с разрезом но луну [—h2, +оо) (рис. 8.23).
Функция η = /г (0 = £ + h2 конформно отображает область

D\ на область D2, являющуюся плоскостью с разрезом по лучу

[0, +оо) (рис. 8.24).
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Функция w = /з(г/) = \/Щегахё’Г)/2.) где arg η G (0,2π),
κθΗφοχ)ΜΗθ отображает область D<i на Bepxiiioio иолуилоскость

{Im w > 0},

Итак, функция ю = /з (/2 (/ι (^))) конформно отображает
область D на область {w: Imw > 0},

Пример. Найти конформное отображение области D,
являющейсяверхней полуплоскостью {z: Imz > 0} с |>азрезом

по дуге окружности {ζ: \ζ\ = 1, 0 < arg ζ < ск}, где 0 < а <

< π (рис, 8,25), на веурхнюю полуплоскость.

Решение,

Функция Жуковского ξ = fi(z) = i (ζ + i) отображает об-

ласть D на плоскость с рагрезами по лунам (—00, — 1] и [cos а, +
+оо) (область D\) (рис, 8,26),

V

© Dx

COS а

-1 Я? 0

Рис, 8,26

Дробно-линейная функция η = /г(^) = отображает1
область D\ на область D2, являющуюся плоскостью с разрезом

но лучу [0, +оо) (рис, 8,24),

Функция w = /з(г/) = Где arg η е (0,2π),
коифо|)мно отображает область D2 на веурхнюю иолуилоскость

{w: Im ю > 0},

Итак, функция w = /3 (/2 (/1 (^))) является искомой.

Пример, Область D = {z: Rez > 0, \z — 1| >

> 1} \ [2,3] (рис, 8,27) конформно отобразить на верхнюю

иолуилоскость.
Решение,

Функция ξ = h{z) = i отражает область D на область
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©
© D

D
7гг

3

Рис. 8.27

О

Рис, 8.28

D\. являющуюся полосой с разрезом, т.е.

ξ: 0<Re£< i 1 1

3’2

Линейная функция η = /г(ξ) = 7тг(1 — 2ξ) отображает область

D\ на область

(рис, 8.28). Функция w = /3(77) = еп отображает область D2 на

область (рис. 8.25) при а = |. Далее ем. пример 2,

ласти D (рис. 8.29), являющейся иолуполосой {ζ: 0 < Im2: <

<7г, Re* > 0} с разрезом по отрезку [^rj^r + 1] на верхнюю

полуплоскость.

Решение.

Функция £ = fi{z) = ez отображает область D на область

D\ (рис. 8,30), являющуюся верхней полуплоскостью с

выброшеннымединичным полукругом и хтазрезом [г, ег\. Функция

η = /г(£) = ^ (С + f) отюбражает область D\ на ьех>хшою

полуплоскостьс разрезом [0, г sh 1] ( (рис. 8.22) при h = sh 1).Далеевоспользоваться хжшеиием .пх.).имех)а 1.

D2 = {η: 0 < Im η < π} \ 0,

Пример. Найти конформное отображение об-



7гг

2

D

О ΐ х

Рис. 8.29

Dl

§ 9. Задачи

Задачи семестровой к/p по ТФКП (2001-2002 г.)

1. Разложить в ряд Лорана по степеням (ζ — г) функцию

f(z) =
2г+1

(z - г - 1 )(ζ + г)

в кольце, которому принадлежит точка ζ = Указать границы

кольца сходимости.

2. Исследовать все особые точки функции

1 I
Ζ

/(*) =
ег - 1

+оо
3. Вычислить / s%f> dx.

— оо

4. Вычислить <ί> / © v dz.
J zicOS - —1 )

\z+i 1=2
V * >

5. Вычислить f l\/(x + 2)5(1 — ж)5 dx.
-2

6. Пусть f(z) — регулярная ветвь функции Ln© — 4z) в

плоскостис разрезом 7 = 71U72, 71 = {\ζ — 2| = 2, Im ζ 7 0},
72 = {—Re г = Im г, Im г ^ 0}, причем Im/(—5) = 0. Вычис-



Задачи семестровой к/p по ТФКП (2001-2002 г.)
1. Разложить в ряд Лорана по стеиеням ζ+1 функцию

ft \ =
z + i

iz2 — 2z + 8i

в кольце, которюму принадлежит точка ζ = 2. Указать границы

кольца сходимости.

2. Найти особые точки однозначного характера функции

ч
2ζ + π ( tgz

f\z) = й ехР 1

2 2
λζ — π \ζΔ

—

t

и ОАтределить их тип. Ответ обосновать.

Применяя теорию вычетов, вычислить интегралы 3, 4, 5:
I
QQ ^ I

3- $ 4· / 5· / {/(si) Й1-
\z—2|=4 -г2 — °° —3

6. Пусть g(z) — регулярная ветвь функции \/(z + 1)(г — ζ)2
в плоскости с разрезом по отрезку [— 1; г] такая, что д(0) = — 1.

Вычислить интеграл _

?
9(z) dz.
ζ — 1

kl=2

Задачи семестровой к/p по ТФКП (2002-2003 г.)
1, Разложить в ряд Лорана по степеням (ζ — 1) в окрестности

точки ζο =
— 1 функцию

f( \ —
ζ + 8

T{Z)~
(ζ-1)(ζ + 2)2

и указать область сходимости.

2. Найти все особые точки функции

) =
C°S

2(z-ll
v ’

eKZ + eK

определить их тип. Ответ обосновать.
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Применяя теорию вычетов, вычислить интегралы 3, 4, 5:

Q X cosI Л +г° а3зш(1-У2а;) * Г dx
ό' у 1—cosz

4’ _J (2а:2 +1)2
«*>·

{ * V(2-x)2(x-lj'
|ζ—π|=4 00 1

6. Пусть /г(ζ) — регулярная ветвь многозначной функции
Ln jjkk в плоскости с разрезом по кривой

7= I к| = 2, -π < arg^ < ^ j U [-2,-1]

такая, что Im h(oo) = —Найти h(0) и вычислить интеграл

J= <£.Г sin г

Задачи семестровой к/p по ТФКП (2003-2004 г,)

1. Найти все особые точки функции
9-2 · 1

2Г Sin 2 · Sin
./ ч ζ—π/2 Μм

f\Z) = 7 1 ч2
6 г

’

(cos ζ — 1у

определить их тин. Ответ обосновать.

2. Разложить в ряд Лорана по степеням (ζ — 2 — i) функцию

г2 - 2iz + 6
/(г) =

z^z + Ы)
в кольце, которому принадлежит точка ζ = 5 + i. Указать

границыкольца сходимости.

Применяя теорию вычетов, вычислить интегралы 3, 4, 5:
"COO . 2 Г~7— Г-=-

о X Ζ-l Л
4

г % cos(2—а;) , - CjM.Ij
У (z+1) sin 4

4· J 4а;2+1 VH)3 *
’

|z+l+i|=2 1

6. Пусть g(z) — регулярная ветвь многозначной функции

{VI + 4ζ2} в плоскости с разрезом по кривой

Г . . . 1 7Г

7 = < ζ | \z\ = < argζ < 2π

такая, что ρ(0) = 1. Пусть f(z) = Найти res / и вы¬
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числить интеграл

J= Ф f{z)dz.

LI л/2

Задачи семестровой к/p по ТФКП (2005-2006 г.)

1. Разложить в ряд Лорана по степеням (ζ — 3) функцию

2z + i ζ + 8 + 6г
f(Z) = /, ,

+
(ζ + 2г)2 z2 + 2z (г — 2) — 8г

в кольце, которому принадлежит точка ζ = 0. Найти радиусы

кольца сходимости.

2. Найти все особые точки функции

Cos2 (
, V \ гг-21

f\z) =
22L С3

’

е 2 — 1

отфеделить их тип. Ответ обосновать.

Применяя теорию вычетов, .вычислить интегралы 3, 4, 5:

-J-0Q _J_QQ

3· # /Л- 4. I 5. /
|г—г|=1 00 1

6. Пусть /(ζ) — регулярная ветвь многозначной функции
Ln (|фт) Б области G = {ζ \ \ζ\ > 1} такая, что /(оо) = 0.

Доказать, что многозначная функция \/f(z) + 4г распадается в

G на регулярные ветви.

Пусть g(z) — регулярная ветвь функции л/f(z) + Ai в G

такая,что р(оо) = —л/2(г + 1). Вычислить интеграл

J
^ dz

9(z)'
г 1=2
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§10. Ответы

Ответы к семестровой к/p по ТФКП (2001-2002 г.)

1. /С) = 1=Ьт-я7 = -ЕС-*)” -Σ (feSrC-0",72=0 72=0

У z : \z — г\ < 1,

2. Zk = 2жЫ, к е Z, Ас ф 0 — полюса 1-го порядка; ζ = 0 —

устр. о. т.; ζ = оо — иеизол. о. т.

3. I = Ц е-6 · sin 2.

4.7 = f.
5, / =

6. / = —4π,

Ответы к семестровой к/p по ТФКП (2001-2002 г.)

1· f(z) = ~

2(ζ+4ί)
~

2(ζ—2ί)»
ί = -^ + 1* /(0 =

2(ί—1+4*)
_

_

г
_ г/2 | г/2 _ 1^? i/2 ,п

_

2(<-1-2ί)
-

(1—40(1-^)
+ -

nto(1-4i)n+
ί(1+2ί)Λ-1

Ζ_ν 2ίη ’

72=1

/(*)= Σ (ι_4θη+ι(^ + 1)η- Σ 2(1+2»)"+^ V5<k + l|< λ/17.
72=0 72=—ΟΟ

2. /С) = |Κθχρ(ϊ&)·
£ = ±π — у.о.т.; £ = π/2 + πΑ; — с.о.т; оо — пред.с.о.т.

3. — 1б7тг.
+οο +οο

3 ί (ж+ 3) sin a
t f C+ 3) sin За:

3 / x2 + 4x + 8 3 У х2 + 4а + 8
—оо —оо

4 ■
V-

^ s
V

^

7ι 7г
—2 — 2/ — полюс 1 ткрядка;
г , \ (^+3)eiz

’

, (1+2г)е^-2+2*) е-2 .

/lW —

(*-|-2+2ί)(*+2-2*) >
— res-2+2i fl — ц

—

4i (1 +
+ 2i)(cos 2 — г sin 2),
Ιι = 1т(27гга) = Im + 2i)(cos 2—i sin 2)^ = 2 cos 2 —

-sin 2).
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η (г+3)e3i-z
-Г2 — (ζ+2+2ί)(ζ+2-2ί) ’

τ с (1+2г)е3г(_2+20δ = res_2+2i /2 = 4ί

I2 = 1т(27гг6) = Im

= (2 cos 6— sin 6).
/ = I (3e_2(2 cos 2 — sin 2) — e_6(2cos6 — sin6)).

= ^-(1 + 2i)(cos 6 — г sin 6),

j-^(l+2i)(cos 6—г sin 6)j

5.
sin ψ

(10-4· ll3/5).

6. J = —2πί(—0—ι) = 2πίβ з

+ 2г) о 3
■ J — —2лггевоо/, / = fir,!

ж > 2: р(ж) = (-!){/(* + 1)(ж2 + i)eA(0+2"rtg:')>

§ττ(1 +

ffOO _ 1 + ΐ)(1 + ^Κ,Γ+^!“*8Χ Г- е“,1.е. g(z)х ' х х '
X—к+оо

4πί
^ е 3 Ζ.

С другой стороны, ψ Е ^l(l + i):ι/· (1-j)h. 3g0(z) е

е (1 + ^)1/3’ 9о(оо) = 1, 3gi(z) Ε (l-Г, £1(00) = 1, т.е.

^I|o = e^· 9o(z) = 1 + ^ - 9^2 + · · ·; 9i{z) = 1 - + · · ·;

*1 = e^(l + X + o(i))(l_|i +„(!)), PI > 1. f{z) =

(1 + (4 - f) i + wKi)) (1 + i +...),_ g(z)/z _
—

1— 1/z
~ e

Ответы к семестровой к/p по ТФКП (2002-2003 г.)

ОО ,

4^1 р

1. f(z) = ^31 + Σ 3п+2 (2п + 5)(2; - 1)п, 0 < μ - 1| < 3.

п=1

2. ^ = 1 + (1 + 2/с)г — полюс 1-ш пор)., к ^0,-1;
2: = 1 ± г — у.о/г.,

2: = 1 — с.о.т.; ζ = оо — пред. т. полюсов .

3. res/ = 0, res/ = JysinjL; / = isinX.

a π cos 1

8e
'

e 2π

6. J = 2π2 — 7тг (| + ln 2), /г(0) = — ln 2 — 2πΚ
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Ответы к семестровой к/p по ТФКП (2003-2004 г.)
1. £ = — §, £fc = f + ^r — полюсы 1-го порядка,

ζι = πΐ — С.О,Т., оо — неизол. О,Т.
+оо . +оо

2 f(z) —
2 -ι L_ — V + V -

*· J\z)
—

z-4i Л- 2_2ί
—

3ηίη+! ^ 24 (ζ-ί)^1
'

η=0 η=0

3. I — 4π(β — г).
4. d = 2™inl2^.
tC Г — 3π

J “
4^2'

0. f(z) = 2πί + 1η^+ Χ] ((ι-М)" ^ =

S(-l)=2« + ln|.
1

Ответы к семестровой к/p по ТФКП (2005-2006 г.)
— 1 +оо

1- /M = A-Tiw= Σ 30-3)4 E3i(k+1)(-I)fc+1(3+
V T }

k=-oo fc=0

+ 2i)-fc-2(^ - 3, if = {z I 1 < - 3| < УТЗ}),
2. —i. I — полюса 1-го поршдка; | — полюса 3-го порядка,

if Е Z\{—1, 0, 1, 3}, i — COT; 0 — топка накопления полюсов;

oo — полюс 3-го порядка.

3. 27ге-4

4. — (3 cos 2 Т 2 sin 2),
5. 7Г,

β π(»-ΐ)
472

'
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